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Je me suis Intéressé aux expressons de a forme
I-arcel+acel o - Al
i X %

La, pour n fixé, il y en a un nombre fini :

1 pour
1 pour
3 pour
15 pour
163 pour
et
Voici le résultat de cette recherche
n=1 n=2 n=3 n=-4
1 203 2 4 1B 2 4 4o,
205 8 2 o4 15w
303 07 2 4 w4
2 4 023 30
2 s 90w
2 5 B 2
2 6 1 e
2 6 3 W
ERE T S
3 01 8
ERE )
303 o1 1
314 s o4
304 71
305 7 s

Vous obtiendrez facilement une suite i
en considérant Ia premicre de chague série

finie de formules analogues

13
1418

14184 3373

14184 33674 1133904603

dont kit loi de forr < iidente.
ormarion est évident —

0 0 pas i Toure I philosophie du montaznund e enclos duas cete phesse
ozt e 50 L ik ce e et e *

(. Frison-Roshe, Premic de Conde, Anthaud, Grenobie, 1941, page 104

503 41912 40301 20223 16368 57788 03872 TeIn1 59177 Sz6n 35238
S04 13130 50280 §7018 37304 T0ues 17533 I35 12953 66405 4aen0
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Maintenant, quand fe fais des caleuls bétes, je prends un ordinteur.
Clest ainsi que j’ai calculé les meilleurcs approximations de x de dénomi-
nateur 1,2, 3, ... en imprimant chaque approximation mellleure que tou-
tes les précédentes. Voici ce que cela a donné.

Le résultat comporte le numérateur, le dénominateur et Ierreur.

3 1 0.1415926536

13 4 0.1084073464

16 5 0.05840734641

19 I 0.02507401308
2 7 0.001264489267
17 57 —0.001241776397
201 o —0.0009676535895
m 71 —0.0007475831673
245 78 —0.0005670125642
27 85 —0.0004161830016
289 2 0.0002883057637
3 % - 0.0001785121757
m 106 -~ 83219627516 5
355 113 266764189267
52163 16604 - 2.662132574E 7
52518 16717 2,6261055065 7
52873 16830 2590562223 7
53228 16943 —2.355493046E 7
53583 17036 —2.5208885515—7
53038 17169 —2.486739565E— 1
54293 17282 —2.453037151E— 7
54648 17395 —2.419772609E T
35003 17508

55358 17621 :

55713 17734 ~2322S2E.

2. EXPRESSION DE /4 COMME SOMME D’ARCS TANGENTES

Les chasseurs de décimales ont utilisé des expressions de x comme
combingisons d'arcs de tangentes simples. 11y @ une infinité de telles
cxpressions, méme pour un nombre de termes fixe. Par exemple, quel que
soil X,

I Arcrgx + Arctg X
L= Arcrgx+ ArctglX

7233 g6220
54033 30760

501 va766 28368 41830
302 29151 32332 7880

08046 09243
Goams 15958






index-274_1.jpg
270

OF est le demi périmétre du cercle de rayon R. En effet :
Dans le triangle rectangle EC'F : OC'2 = OF . OF

(RVF)P=R.OF  donc OF =R7

tig.1 Fis.2

EXPRESSION DE T EN BASE DEUX

m = 3,141592653589793238.
on retranche successivement les puissances de 2
2,0, 21,27
si la soustraction est possible, on éerit Je chiffre 1
sinon, on érit e chiflre 0
Le calenl poussé Jusqu’a 27 danne -
e 11,001001000011111101101...

On peut en tirer des approximations ratiounelles de

moeor = 2 - 3125
8

507 17592 25730 SASAE 00163 BDIAT 5TAZ0 50299 58012 42958 10845
305 si0s Di0us 79778 20375 Bul6T 76253 25623 16572 49807 8wtz
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CERCLE
ERCLE

RECTIFICATION DU
QUADRATURE DU

Solutions approchées
Valeur approchée de 7 : 3,141592653...

Valeur approchée 22 : 3,1428571 .. & moins de 13.10° prés

Valur approchée 35313141509 . & moins de $3.10% s

Ve appsochée 55 3,14159252... & moins de 3010 prs

1. Soit 'angle Ox, Oy. Sur Oy, on porte avec une unité arbitraire un
scgment OB dont la mesure est le numérateur dune des fractions précé-
dentes, et un segment OA dont la mesure en est le dénominateur.

Sur Ox, on porte OD égal au rayon du cercle considéré.
On trace AD, et Ia paralléie & AD menée par B ; ellc coupe Ox ¢n C.

oC _ OB .,
o " oa =R

i 0D est le rayon d’un cercle, OC est voisin du demi-périmire du
certe.

2. i E est le symétrique de D pour le point O, le cercle de diamétre
EC coupe Oy en Ficl quc: OF? = OE.OC = RrR
OF =RvT
OF est voisin du edié du carré équivalent au disque de rayon R.

3. On obtient directement Ry (ou du moins un longueur voisine) &
pastir de T06 ¢t de /333, construits gréce au théoréme de Pythagore.

106 =81+25 =9 +50,
332324 49— 1843
On porte sur Oy, OB = T et OA" = VIOG ; sur Ox, OD” =
La paralléle 8 AD’ menée par B coupe Ox en C'. OC” est voisin du
cété du carré équivalent au disque de rayon K.
On prolonge A’O d’une longueur OF égale & R.
La perpendiculaire & EC” en C' coupe Oy en F.

505 45831 11450 7733 29352 01998 12197 11716 42235 00Se G0azs
206 73392 0R153 43071 67013 B5TUE 92738 URSS3 BINI 61257 Busdn
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T SUR PIERRE TOMBALE

Les travaux o Archiméde auraient légitimé que  soit appelé le nom-
bre 4’ Archimede. 1l n°en est rien. Mais 7 sera appelé nombre de Ludolr.
Citons Minois [MIN]

“‘En 1596, Ludolf van KEULEN (= Louis de Cologne) calcule 20
chiffres décimaux. Sa renommée est tellement grande quen Europe Cen-
trale, 7 est appelé le nomibre de Ludolf et Ia découverte est tellement
admirée gu'une capie de ce 7 Paccompagae sur son tombean, 4 1 eyde

HIC IACET SEPULTUS MR. LUDOLFF VAN CEULEN, PROFES-
SOR BELGICUS, DUM VIVERET MATHEMATICARUM SCIEN-
TIARIUM IN ATHENAEO HUIUS URBIS, NATUS HILDESHILMIA
AANNO 1540, DIE XXVIII IANUARIL, ET DENATUS XXXI DECEM-
BRIS, 1610, QUI IN VITA SUA MULTO LABORE CIRCUMFEREN-
TIAE CIRCULL PROXIMAM RATIONEM AD DIAMETRUM INVE:
NIT SEQUENTEM. QUANDO DIAMETER EST 1, TUM CIRCULI
CIRCUMFERENTIA PLUS EST QUAM

31:4150265358979323846264338327950288
100000000000000000000000000000000000.

ET MINUS QUAM
314159265358979323846264338327950289
100000000000000000000000000000000000;

SED QUANDO DIAMETER EST
100000000000000000000000000000000000,

TUM EST CIRCULI CIRCUMFERENTIA PLUS QUAM
31415926535§979323846264338327950288

& MINUS QUAM
3141592653589793238462643 34327950289,

P.A. ignorc quel type d’exigences pourrait avoir ... dans un aveni
que nous 1ui souhaicons fort lointain notre ami J. Guilloud ... mais sa
renammée mondiale est déja acquise comme cn témoigne cet extrait de
““The book of lists” (par David Wallechinsky, Irving Wallace and Amy
Wallace — Bantom Books — 1977)

27 uozsy 16399 19368 53225 55753 8966y 53709 92662 09232 E1318
D00 9580 1SH08 1245 57700 susia 75623 7ae12 34590 04105 00607
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Voici les documents repris dans les ceuvres de Jones et Barrow. PA
ne vous fournit pas les traductions !

Mais Pessentiel réside en ceci
Poiir Barrow & signifie le diamétre, ¥ Ia longueur du cercle e O laire
dudisque. Avec dautres notations (A pour Paire, D pour le diamétre et C
pour ki longueur du cercle) Barrow erit done

A =DC

7 ne désigne donc en aucun eas le nombre pi.

Par contre chez Jones, oui. Yous n'aurez aucun mal & reconstituer
les trois formules inales... en remarquant bien la notation oubliée de la
fonction racine carrée

William JONES, Synopsis Palmariorum Matheseas or : A new iniroduc-
tion 10 the mashematics, London, 1706,

..for the use of some Friends who has neither Leisure, Conveniency nor
perhaps Patience to search into so many different Authars and turn over
sa many tedious volumes us it unavoidably requires to muke but @
tolerable progross in mathematics.

p. 263 :

i the Circle, the Diameter is to the Circumference as 1 to

.4 _Lgle_ 4, 16 4, g3
B g-ddi- st Ldf g ae-siasma

Whence in the circle any one of these

a, area ; ¢, circumference ; d, dismeter being given the ollier (wo are
found, as

d-cim

@
R |
S dexaooa

Isaac BARROW, Lectiones habitae in scholis publicis. Academiae Canta-
brigiensis, 1670 (puge 343)
Circulus acquatur dimidia rectangula cx circumferentia ot sadio.

Hoc esl, posito -ut semper post hac- circumferentia vacari 7 ¢t
dismerum

e
2 4

4SS HDUGD GRODK 19SUY 16y OWIE STUDR DDSIY 12725 FeTN 19I5
3¢ 83131 7016 73908 031a3 33130 AS64s L1309 4085 13391 Boses
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Norrls McWhirter's
12 hest reference books
in the world
Identical twins Norris and Ross McWhriter are

responsible for the internationally popular Guinness
Book of Worid Records, When Ross called for funds
that would help in the capture of those responsible for
bombings in England, he was assassinated by terrorists in
1975, In preparing his list of grea reference books,
Norris was too modest fo include (wo of the greatest
reference books in the werld— Guinness Book of World
Records and Guinness Book of Answers. They should be
included. They are superb.

L. Eneyclopuedia Britannica

2. Guide t0 Reference Books (American Library Asso-

ciation)
. The World Almanac (1868 )

Yearbook of International Organizations
. Oxford English Dictionary (13 vols. and supple-

ments)
. National Geographic Society Atlas

Ttrich's International Periodical Directory

World of Learning (Buropa, 2 vols.)
| U.N. Statistical Yearbook
. 1,000,000 de Décimales de Pi (Guilloud et Bouyer)
. Dictionary of national Biography (and supplements)
. Halsbury's Laws of England (43 vols.)

—Exclusive for The Book of Lists

QUELQUES CALCULS EN PASSANT ..

1. APPROXIMATIONS RATIONNELLES DE T

Vers 8 ou 9 ans, je me suis lancé dans Ia recherche de [ractions appro-
chant 7. Si mes souvenirs sont exacts (car il n'est resté aucune trace de
mes travaux), ma méthode consistai 2 améliorer une fraction en ajoutant
n chiffre 4 droite du numérateur et un chiffre a droite du dénominateur.
Tétais probablement parti de 355/113, découvert dans mes lectures de
V'époque (notamment I Astronomie Poputuire de Flammarion, qui donnc
75 décimales de ).

Je ne sais plus combien j’ai pu faire de divisions avant de me lasser.
Ce nest que bien plus tard que j'ai entendu parler de réduites

59 765 0107 62707 40270 46962 52021 11749 L1502 D374 92396
530 33535 13617 96508 1760 6i2le 1IN 37739 53100 63095 23877
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Au fait, qui  envie ? qui a besoin ? de calculer une airc circulaire.
Des surfaces agricoles ? des tombes ? des remples ? Peut<e aussi des
puits. Ft quelle est la précision requise ? {ce qui est la question fondamen-
tale),

e - “Pi Frre Do

Mais si, comme c’est plus naturel, on donne e diamétre ? Tu com-
mences par diviser par dewx, formule : .(D/2)? ou bien, c'est quivalent
(DY (n/4) avee x/¢ = 0,785398 ..

Mais encore, Lout aussi Biea :

. AR

ot i dire tw multiples e diamétre par /4 = 0886226 ... e t léves
u Garrt e résultal

Que diions-nous, aujourd’hs ? 1."écolier T

Tout ¢a c'est pareil ? mais non, pas pour le calculateur atientif aux
opérations el  leur précision.

Pour un méme probléme, plusieurs calculs possibles ; logiquement
équivalents, mais algorithmiquement différents.

Or, Valgorithme du papyrus est tris clair. Bien entendu les nombres
n'y sont pas “représentes” par des lettres (D, R, & comme nous,

dessus), les nombres sont de vrais nombres, ef an nons donne deut

exemples : D=0 cl D= 10. L¢ toul tieat en Lrois ligncs.

1 est indiy

1. d’Ster un newvitme au dimétre, N
culez d'abord

15 dicions aujourd’hui : cal

(D-D/9) = DE/)

2. de multiplicr le résultat par lui-méme. Ce qui peut se faire en mul-
lipliant d’abord par D, puis cn atant un neuviéme du produit

I sulfit doric de savoir faire les deux opérations

— dizninution du nenvieme

— muliplication.

Admirable simplici1é ! Peul-étre pus ellement pour les caleulateurs
éaypriens d'il y a wne quarantaine de siécles : comme le diamétre ne sera
pas conjours un multiple de 9, il y aura forcément des fractions. Or, & parl
Hdeux-ticrs” les caleulatenrs de cetie époque et de ce pays ie 1anipu-
laient que les *fractions’” de la forme 1/n. Ainsi

dix moins le ncuviéme de dix
devait donner, pour eux
huit plus dew tiers plus un sixiéme plus un dix-huitiéme
Et ce que nous appellerions le carré de ce dernier nombre
9+ 17108 + 17324

T ceTiy 6er 0191 9IS 04712 ATITT 36360 2360 4T3 07
40 L6174 4ES7: 73962 4133 OR63s J2eds 39301 33904 I8017 33009
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59230 78164 06286 20899 86280 34825
32823 06647 09384 46095 50582 23172
84102 70193 85211 05559 64462 29489
66593 34461 28475 64823 37867 83165

34603 48610 45432 66482 13393 60726
06315 58817 48815 20920 96282 32540
01133 05305 48820 46652 13841 46951
57595 91953 09218 61173 81932 61179
62749 56735 18857 52724 89122 79381

44065 66430 86021 39494 63952 24737
05392 17176 29317 67523 BU6TU B1BU6
45263 56082 77857 71342 75778 96091
22495 34301 46549 58537 10507 92279
21290 21960 86403 44181 59813 62977

49999 5 17328
34690 85035
78387 g = 61717
62863 B 5 37875
92787 95909

85863 27886 59361
773

21079

75596 © " - 98818
54252 7B625 51818 41757 46728 90977
61452 49192 17321 72147 72350 14144
52552 13347 57418 49468 43852 33239
86251 89835 69485 56209 92192 22184

04946 D1653 46680 49886 27232 79178
A1U54 10035 3GhppléMert0 95068 00642
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02491
91715
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19070
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73637
68925
47713

16096
26193
76691
93751
21642

82303

‘83479

88907
98488
46767

25906
81501
04269
28618
75093

34797
11279
19735
07394
27255

60857
25125
21066
43719
7802%

37510
70679
08128
38196
19091

41273
36436
16094
18548
94912

21798

05132
17872
8374

69960

31859
11881
47303
95778
01989

01952
1315
50983
24012
83744

94912
93511
92279
29745
02955

75356
38000
68548
14333
02542

84383
20511
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59009
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" L a
Un majoran 1o a
dorant de 1 est [ L
o
soit L ! = o
R
Minorant de 1

En substituant au dénominateur 1+ le maximum 2 de sa valeur
sur Fincervalle, on est assuté de trouver un minorant de 13

i
s ae [zt
.

Vateur de 1

Comme MU - 6 — g 0wt 4 4

T+ "

5 S T R Y
cuinégrantde0al, [=(F -4+ 3 -4+ 4 - sacw)
-2,

Ao B s
o <7 1024

L1979 < @ o< 3,14206..
(d'aprés American Mathematical Monthly)
AV,

QUI LE PREMIER
A DONNE AU NOMBRE T CE NOM ?

Vous souvencz-vous de Lous les courriers ou notes publiés dans P4
qui concernaient Ia premidre apparition du nom “pi’* pour désigner ce
nombre : Jones, Barrow ou Euler ? Non, Iambiguité ne subsiste quau
niveau des deux premiers.

431 302z 23613 19082 MDI 36Is I8z 41120 027uS 197T6 210
Uar 331620186 a00RD 21566 3608 77ass 00703 80430 T3N3 1591
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S¢ = sommedes dbmes puissances = 5
S5 = somme des Sémes puissances L
= somme des Gémes puissances = g

S, = somme des 7Témes puissances -

Sy = somune des Sémes puissances =

S, = somume des émes puissances =

29x7936

Sip = somme des 10¢mes puissances = et o

La forme donnée aux seconds membres fait apparaitre chaque fois

un facteur dans I'expression de 8, I'autre pouvant souvent

2HLk—D)!
se mettre sous Ia forme d’une somme de deux carrés (a loi générale
n*éant pas, hélas! trouvée).

AN

UN ENCADREME Tm‘t%-‘lrl

)
L[ Hptg
Miee

Majorant de 1
En substituant au numérateur 141 (4) un de ses majorants sur tout
Vintervalle, on est assuré de trouver un majorant de | ; 1(1 - ) produit de
ux facteurs positifs de somme constante est maximum lorsque ces deux

4 & done comme maximum
1l 0* a done comane =

491 0381191436 11439 92106 19005 08321 80987 60089 93053 2ussT
52 03516 B20un 7360 6613 #1317 4STI2 39975 4sIS 80230 SM3L
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FORMULAIRE GUIDE D’ ATELIE
DE FABRICATION MECANIQUE *

RAPPORT DE LA CIRCONFERENCE AU DIAMETRE

| w3141 59265 I =15
130 . Pl "
[ z_2xun aaasst | 000 20 e
Ul ar défaut
2x900t | qunans | 00008 parots
%37 .
X5 3,141 509 0,000 083 par défaut
TR 3,141 666 0,000 073 par excés
=10 ar exct
x 62 P o
6l 3,141 579 0,000 013 par défaut
5 ‘X‘;‘ 3,1415929 | 0,0000003 par excés

RAPPORTS uilliss dans Ia recherehe e raus de letage pour exécution des psexpri
‘ms en fancrion dn module of e 7

* par E. SODANO (DUNODY
(1) Rason de a sheontécence ayant 360 m dc onguewr
@) Lonueur de Tace de 12 pour un rayon écal & 1.

483 maTus 19993 2237 95513 12219 51903 2ves 2075 3513 0GRS
WS GA0T3 Suvew 9512 12031 Taisy 19500 39761 07308 36026 93062
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Mais au fait, ces mesures reconstruites au millimetre prés, ne vous
semblent-elles pas un peu trop précises 2

A moi, si.
Alors, s'il y a eu un coup de pouce !

M. PUISSEGUR

MEMOIRE RECORD

Nos amis Y. Grimaldi d’Amiens et M. Blévot du Pré-Saint-Gervais
nous fournissent deux extraits de journaux

Le Courrier Picard du 15/06/79 sous e titre “Un record en chiffres™
et la Montagne du 07/06/79 ace **Mcmoire record”” nous apportent une.
bien précieuse contribution. P.A. ofirira 4 Hideaki Tomoyori un exem-
plaire de son numéro spécial | Citons ici Le Courrir Picard et son hien
étrange “aprés les décimales’” qui laisse & réfléchir.

““Un Japonais, Hideaki Tomoyori, a battu un record du monde en
méntorisant 15 151 chiffres. aprés les décimales de “Pi", qui constitue fe
rapport entre la circonférence d'un cercle et son diaméire.

Tomoyori a récité ces chiffres pendant trois heures et dix minutes,
devant trois journalisies de la chaine de journawx Yomiuri, battant ainsi
Le record détenu depuis 1977 par le Britannigue Michuel John Pourtney
avec 5 050 chiffres.

114 eu I'idée de buttre ce record en lisant une information rapportant
qu'un éudiant conadien, Luc Lepointe, 17 ans, avait mémorise 8 750
chiffres apres les décimales, exploit qui 1’avait pas encore été officielle-
ment homologué.

Le nouveau recordman, 46 ans, réussit & mémoriser ces chiffres par
groupes de dix, en les traduisant en mots phonériguement approchants.
Ains, les chiffres 2, 9, 8 peuvent Etre prononcés en japonais “‘fu, ku.
St mémorisés “Fukuya®h ce qui veul dire taillewr

Dautre part, tous les 100 chiffres, il pliait un doigt de lu main droite
et tous les 10 chiffres, un doigt de la main gauche pour se rappeler oi il en
Grait. 1 s‘arrétait 1ous fes 1 000 chiffres pour se reposer. Les journalistes
vérifiaient en tilisan les calculs faits avec un ordinateur.

Tomoyori a déclaré, aprés son exploit, qu'l pensait pouvoir “mémo-
riser jusqu’d 100 000 chiffres ", aprés les décimales.””

481 99007 08217 20723 Qedse 21197 7553 6€91 sa1 13157 78362
G2 73927 46156 19571 G131 72N 00952 1eie 9ees3 oaset 02sss





index-264_1.jpg
260

On trouve e trors) = 10.01021101222220001
On peut tirer de ce résultat Pexpression en base NEUF, en regrou-
pant par tranches de deux chiffres a partir de la virgule
O —1 11-4 20-7
@-2 [-5 2-%
0-3 20-6 0-0
Neum = 312418860...

Lun ou Pautre de ces codes permet de donner des fractions voisines
de 7. Le second, par exemple :

™

2
g Lnn
EREMS 3,13380.
31241 = 206U = 3L
6361

AV,

uer ssesr Satus 99127 61085 13741 53943 5572 V1390 1287 WM
W0 23074 41370 20305 17031 49777 3uTs s2879 Bus23 53382 97260
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EXEMPLE. — Soif & déterminer les roues de filetage pour exécuter,
sur un tour ayant une vis mére au pas de 12 mm, une vis sans fin ai
module 2, d un filet.

peamXn=3l416% 2+ 1 = 6283 2mm.

Selon les roues dont on dispose et le degré de précision exigé, on

substitucra &  un des rapports (sensiblement équivalents) mentionnés
précédemment.

remplagant 7 par Zon a:p = 2 x 2 - 4

En remplagant = par Zona:p = 2 x 2 - &
4

Doir Zala 4 _4,1

P R2TTxn"7712
Enmultipliant la premiére fraction par 10 ¢t la deusiéme par 5, ona :

WS _CL G
7o RXR R e
Pas obten
4065512 _ mm (difrence
p = RSS2 62857 mm (aif 09023,

EXPRESSION DE T EN BASE TROIS

Naturellement, 3 en base DIX se traduit par 10 en basc TROIS, Dans
la parlic aprés la virgule 0,141592... (sans doute fautil revenis au terme
abandonné de *mantisse”) l faut retrancher le plus grand nombre possi-
ble de tiers (3~1) puis de neuviémes (3-2)... puis de (3-) — avec pE

0,14159.. < - le premier chiffre st 20

; ~ 0,03048. le 2éme chiffre est un
003046.. < L te seme chiffe e zéro

24 0,005790.. e 4eme chiffre est deux
atc. elc...

aBs 5RO 02025 27310 ss2sz 7007 99141 muzID G300

W 9360
dge ¥S827 23720 72663 91767 02011 03004 54813 02028

13083 50884
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“Le carré construit sur la hauleur verlicale égalait exactement i sur-
face de chacune des faces triangulaires.’

Voyons cela d’un peu plus prés. h étant Ig hauteu et b le
ARG,
hase, Ta hauceur SA d'une face lauérale est |12 +

¢ dela

e Paffirmation

des préres se traduit par

T ——
T e )
g
o o o s i i
b+ 4h?b? — 16h¢ = 0

qui est une équation bicarrée dans laquelle nous considérons b comme
Pinconnue.

Posons  b% = X
X* + 40X - 16h*
160 + 64hf — S()h“
Nous ne conserverons que fa racine positve
B i L LR I, R

=2V 2 = 3,1446054

W97 ush0 9300 G00RM SWISE BUZS2 01915 39370 3T0N0 11049 74T
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Ce qui est & peu pres siir
2U connaissait les dewx approximations les plus célébres : 22/7 ct
355/113 ; il avait aussi caleulé qu'un cercle dont le diamétre aurait dix
millions dunités, aurait unc longucur comprisc cntre 31 415 926 ct
31415 927,

On ne sait pas arand chose de ses méthodes que des historiens
d@aujourd’hui (Li Yen, et Chien Pao-Tsung) ont cherché 4 reconstituer.

T ET LA GRANDE PYRAMIDE

La grande pyramide de Khéops est une pyramide réguliere 4 base car-
rée. Cest-a-dire que la connaissance de sa hauteur et du coié de sa base I
détermine parfailement.

Lastronome Piazzi-Smith, en tenant compte du rey
disparu, lui restitue les dimensions originelles suivantes :

‘Hauteur : 148,208 métres

Base  : 232,805 métres

Divisons le double de la base par ku hauteur

22805 _ 3 141508
148,208
Ccsteiedire @ avec une erreur inférieure 4 6 millioniémes ! Résultat
troublant quand on sait que x ’étalt connu, vraisemblablement, qua la
grossiére approximation de 3, au moment de la construction.
Mais Hérodote rapporte ceei : s prétes égypticns lui ont enseigné
que les dimensions de Ia grande pyramide avaient été choisies telles quc -

cment en partic

TS 18195 10297 22797 55710 4STZS 011N 1714 97160 Oess 16977
43870037 39331 96137 S417 16270 70185 S8ed 2udw 3ea6) aaner
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clest-a-dire un nombre yoisin de . Mais plus éloigné de Ia vraie valeur
que le quotient obtenu en prenant les mesurcs de Piazzi-Smith.

Mais on peut faire une curieuse découverte, toujours & parir de
U'alfirmation des prétres. Calculons le rapport de la hauteur dune face

tringalaire & la mitié de la hase (% sur Ta figure)
2
R b ant oy
on T w o
g

Comment, vous ne 'avez pas reconnu ? 'est tout simplement le
NOMBRE D'OR 1,6180339...

Le rapport de la hauteur d’une face triangulaire de la grande pyra-
mide 4 la moitié de sa base cst égal au nombre d’Or. Pas la peine de
S'exclamer. Cest une conséquence de I'égalité rechierchée entre Paire du
carré construit sur la hauteur et celle d'une face triangulaire.

Que penser de tout cala ?
Les constructeurs de la Grande Pyramide ont pu vouloir I'égalité des aires
pour des raisons esthétiques ou sotériques

D'aprés les dimensions de Piazzi-Smith, ils I'ont réalisée & 0,13 %
prés (21 965,611 m2 contre 21 936,591 m3) ; 8 cm en moins sur la base et
8 .em en plus sur Ia hauteur et I'égalité érait rigoureuse. On peut se trom-
per de ¢a !

Iis ont pu rechercher cetie égalité sans savoir qu'ils inuroduisaient le
nombre d*Or, quils ne connaissaient pas, trés probablement, et le nom-
bre % qu'ils connaissaient & une plus grossiére approximatin... Ontils
volontairement donné un coup de pouce aux dimensions pour s¢ rappro-
cher de + en sacrifiant "égalicé rigoureuse des aires 7 Cela est peu proba-
bie.

475 93up S1095 4235 83038 SUSIS 923 49026 BONGZ 40NN 27267
80 A153% 3076 19305 G365 41000 D903 59207 06033 3180 11439
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L’AFFAIRE DU PAPYRUS .
ou LA DIMINUTION DU NEUVIEME

Le déchiffrement du papyrus qu'on appelle “Rhind”, ct Ia publica-
tion de traductions et commentaices, d"abord par Eisenlohc en 1877 (et
plusicurs fois depuis), a beaucoup impressionné les histaricns de Ja
science mathématique, les mathématiciens, et quelques autrcs.

Mais faut-il, & e sujct, parler de “la valeur de pi que connaissaient
les anciens Bpypliens™ ? J¢ ne le crois pas.

La lagon commune, en la matiére, est bien dite par Paul Dubreil
dans Les grands couranis de fa pensée marhémarique : “en Egypte, le
papyrus Rhind, copic par Ahmés (1700 avant J.C.) donne
T=(16/9=3,1604"".

Ce nest pas que ce soit faux, & strictement parler, mais leJecteur, il
Sarrélc la, manguera Iessenticl.

Allons voir, en effet, sinon le lexte, du moins l
‘mentaies en langues modernes.

raductions et com.

11 s'agit, d"une régle, d'un algorithme, d’un programme de caleuls, et
5a commence comme ceti

“5i tu veus caleuler 'aire circulaire ...

37 42796 79766 A1uSU 10095 33937 6360 95088 DOERZ 25125 20511
T 33533 Muade aniia suBse 20948 GDA3L 19652 08032 2106 11863
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UN GRAND PIED

Un lecteur de St Jeannet, M. Doublet, que PA remercie de sa contri-
bution humoristique, propose une *‘réformetre’® originale

‘Sans doute pour nous faire vivee sur un grand pied, il &ire coluf des
Anglo-Saxons d’un_peu plus d’un demi-pouce, le faisant passer dc
03048 m 3 031831 m. On pourrail nommer cette longueur lo
“pied-plus”

La rectification du cercle ne pose plus de probléme : les mesures du
périmétre C (en métres) et du diamétre D (en pieds-plus) sont un meme.
nombre.

Ainsi la longueur de I'équateur terrestre étant de 40 mégamétres,
quel est le diamétre de la Terre ? Nous ne [aliguons pas ; ¢’cst 40
mégapieds-plus.

Sila quadrature du cercle n'est pas, pour autant, résoluc, sa “rectan-
gulation” est immédiate — i on joue un peu sur les mots, €l beaucoup
sur les principes —. 1 pieplus

Le disque dont le rayon est w pieds-plus est équivalent au rectangle
qui a1 pour dimensions o métres et o pieds-plus.

Et M. Doublet de “‘décimaliser” la nouvelle unité parlant de milli-
pied et de kilopied [ Cette derniste unité doit étre bien Familiére aux mille-
partes,

SOMMES DE REYNOLDS
(American Mathematical Montbly 1931)

On peut appeler insi les sommes S

1
Ly

1
T

S o= 1o

Feebtr-bi

3

483 13617 0905 TWRL M3 81205 0996 12527 4SEDE 81099 aas3T
S0 22761 2ase AoTaz Sases 18076 37167 s0sup 96173 DisRs 96136
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A PROPOS D'UNE MEDAILLE

i on veut respecter les rites il faul maintenant I'appeler

TSOU TCHONG-TCHE, ou bien TSU CH'UNG-CHIH, c'est

Le méme homue. 11 visail en Chine, entre 430 e 500 de noue
T ére, et faisail des mathématiques.
La mdaille frappée cn son honneur par la Monnale de
Paris comporte quelques néeligences :
— la lelure precque @
Z — Pidée que v est un “nombre”
— Phabitude de Pécrire en fraction décimale avec une
“yirgule”.

Tout ¢a existait pas en Chine, au cinquiéme siécle, ni ail-
leurs. Peut-on, de nos jours, dire quelque chose du travail de
7U 7 Pas facile : on n°a pas scs derits, mais sculement des récits
Fuits, assez longlemps apres, par des chroniqueurs

W73 W27 9016 G066 29731 0ieEs 1121 6eu7E D0uT 67523 10393
70 AT360 4RSe1 11254 0028 1833 03543 70305 50735 61351 21a8s
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350 RECREATIONS MATHEMATIQUES. )
giocre , fervez-vous du rapport ’Archimede , qui
a démontré que le diametre étoit 3 la circonfé-
rence & trés-peu prés comme 13 35, ou comme 7
a1, . R

Faites done cette proportion, comme 7 & 22,7
ainfi le diametre donné eft & un quatrieme terme ;.
ou bien triplez le diametre,, & ajoutez-y un fep-
tieme: vous aurez 3 peu de chofe prés la circon=
férence.

On trouveroit ainfi la circonférence d’un cercle
du diamerre de 100 pieds , gale 3 314 pieds 3
pouces 5 lignes & 3 : lerrenr feroit denviron ©

once 6 lignes.

Voulez-vous approcher davantage de la vérité,;
fervez-vous du rapport de Métius , fGavoir, de ce-
Tui de 113 3 3555 ceftdire, faites comme 113
3355, ainfi le diametre donné & la circonférence
cherchée.

Méme fuppofition que ci-defliss, on trouveroit
Ia circonférence de ﬂ}upicd; 1 pouce 10 lignes
& i1 » dont la différence avec la véritable cir-
conférence eft moindre quune ligne.

Si I'on veut une exatitude encore plus grande ,
il 17y a qua fe fervir du rapport de 10000500000
3 31415926535 : Verreur , fur la_ circonférence
&un cercle grand comme Péquateur de la terre ,
feroit au plus dune demi-ligne.

§’il s'agit de trouver le diametre , la circonfé-
rence étant domnée , il eft clair quil faut prendre
Ia proportion inverfe ; ainfi I'on fera cette propor-
tion, comme 22 ¢ft 4 7, 00 comme 355 & 113, ou
comine 3141593 100000, 01 comme 31415926~
§35 & 10060000000 , ainfi la circonférence don-
née 3 un quatricme terme , qui fera le diametre
<cherché,
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LEIBNIZ
(1646-1716)

Gotfried Wilhelm Leibniz est né  Leipzig en 1646. Le milicu univer-
e aisé i il vit facilite de solides études.
Les travaux de F. Bacon, de Képler, de Gallée et de Descartes lui
sont Lamiliers. Un séjour & Léna le met au contact des mathématiques de.
haut niveau.

En 1666, le titre de docteur en droit ne Iui est refusé qu'a cause de son
age. Dés ce moment, il publie des ouvrages dans des domaines variés

— mathématiques : “De arte combinatoria™, od s"affirment dSja les
préoceupations qui le méncront. 4 ses plus belles découertes

— mécanique : Eludes sur Lo mouvement, présentées 4 la Royal
Society et 4 | Académie des Sciences Frangaise |

— theologie.

Son souverain le charge de missions diplomatiques

A Paris, en 1672, il sugeére 4 Lovis XIV la conquéte de I'Fevpte,
plus sans douite pour éloigner de I’Europe Centrale les forces turques, que.
pour faire réver le Roi-Soleil aux empires du Soleil Levant.

Plus tard, il prend contaet avee Charles XII, puis avee Pierre le
Grand. Entre temps, il s'est oveupé de Fondations scientifigues © une.
Société des Seiences & Berlin (1700). 1l voit de temps & autre le physic
R. Boyle, il sait ainsi ce qui se dit & Londres, ¢1 élabore une théorie proche
e celle de Newron. A Paris. les neveux de Pascal lui monrent les notes de.

sitai
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RECREATIONS
MATHEMATIQUES

ET

PHYSIQUES,

Qui CONTIENNENT les Problémes & les Queftions les plus
remarquables , & les plus propres 3 piquer la curiofité, tant
des Mathématiques que de la Phyfique ; le tout traité d'une
maniere & la portée des Lecteuts qui ont feulement quelques
connoiffances ldgeres de ces Sciences.

Par feu M. OZANAM, de I'Académic royale
des Sciences, Gc.

Novvarie EpiTiow, tonlement refondue & confidirablement
augmentée par M. de C. G. F.

TOME PREMIER,
Contenant LARITHMETIQUE & la GEomiTRIE,

®

A PARIS, RuE DAUPHINE,

Chez CL. ANT. JOMBERT, fils ainé, Libraire du Roi
pour le Génie & PArtillerie.

M. DCC. LXXVIIL
AVEC APPROBATION, ET PRIVILEGE DU ROL
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11 fau, en effet, calculer 300 termes pour abienir un résultat meillear
que celui dArchiméde, et 10% pour espérer 100 décimales.

75 59312 76178 se362 s0ut
5 227 a5t abrst arane
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2) On objectera que 7 est algéhrique, ce qui et exceptivnnel duns
Uunivers des nombres, mais que de telles harmonies cachées n'apparais-
sent_certainement pas chez les transcendants. Erreur, le nombre
0,12343678910111213141516... construit par Champernowne en Gerivant
simplement les nombres  la suitc des uns des autres a &1¢ démonIré trans-
cendant par Mahler il y 45 ans, pourtant il est éminemment strucrurc
(on a dPailleurs démontré que ¢’est aussi un nombre normal).

On peut trouver des exeniples similaires dans d'autres représenta-
tions, et pour des nombres moins artficiels que celui de Champecnowac.
Ainsi, sous forme de fraction continue généralisée, on 4 ©

Ces deux o trois exemples montrent au moins qu'il n'est pas dérai-
sonnable de se poser la question de la répartition des décimales de .

1l existe une seconde motivation, disons historique, & cette question.
En effet, lorsque Shanks eut calculé, & la main, les 707 premires décima.
Ies, on S'apergut trés vite que les 7 présentalent une fréquence anormale-
ment élevée, ce qui créa dailleurs un doute (non ¢tayé par la raison
puisqu’on ne sait toujours pas si  cst *“normal”) quant 4 Pexactitude du
résulial. Ce doute se trouva confirmé lors du caleul de Fergussan, il est
done tentant de continuer les tests, méme si 1'on est sar aujourd"hui de la
validicé des décimales.

La derniére raison est plus utilitairc. Certains programmes de simula-
tion uilisent des nombres au hasard (méthodes de Monte Carlo). Dans ce
s, pourquoi ne pus utiliser les décimales si elles s¢ Lrouvent satisfuisan
tes, d'autant plus qu'elles sont enregistrées sur support magnétique
facilement exploitables sur ordinatenr 2

'

a8

467 2256 79520 77637 JERN D6 1asan 18035 5293 31597 38503
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Pour notre sujet, il a déja été dit qu'il a été le premier a écrire ©
o [ S
0 R
qu'il serait juste d’appeler série de Gregory-Leibniz.
Los socités suvantes de Londres et de Berlis ont fgnoré sa mort. A
Paris, au contraire, Fontenelle fit son cloge.

179 92836 4T869 TSEIN BT 31025 17029 69238 ARIRT 76604 U023
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LES DECIMALES DE T SONT-ELLES “ALEATOIRES"

Lorsqu’on ouvre le “monument”” que constitue le premier million de.
décimales de 7 publié par J. Guilloud, on peut étre surpris 'y trouver les
résultats d’unc batteric do tests statistiques portant sur la répartition des
décimales.

Ces tests sont identiques & cew iilisés dans s célébre table de nom-
bres aléatoires publiée par la Rand Corporation el uilisée par de nom-
brews expérimentateurs. En effet, il est trés difficile de irer des nombres
au hasard avee Lassurance de ne pas introduire de biais, Cest-2-dire
introduire (inconsclemment 1) des lois de variations lides a tirage. Ceci
est encore plus vrai lorsque les nombres sont construiss systématiquement
41'aide dordinateurs et pevvent alors étre qualifiés d'a peu prés fous les
noms, sauf celui de *“nombres aléatoires”. D'oi Vimportance de tests
vérifiant que ces nombres, bien quc eonsiruits, resscmblent asscz, pac leur
distribution, & d"authentiques nombres “ixés au sort”". T appartienda &
autres de discuter ls résultats de ces tests appliqués aux décimales de .
Je voudtais simplement Justifier quelque peu ic, et & posteriori, Pidée
Fune telle étude.

En effer, il est tentant, dés Mabord, de sc dire que puisque T est trans-
cendant, il est fort peu probable que I'on découvre une structure dans une.
de ses représentaions numérigues, qu'elle soit en binaire, en décimal ou
5005 une autre forme quelconque.

Cest 1a pécher par excés de précipitation, et de plusieurs fagons : les
contre-exemples qui suivent me permeliront Jéspére, d'éviler un long dis-
cours

1) on sait que seuls les rationnels admettent un développement déci-
mal périodique & parlir d'un certain rang. Ainsl, les decimales de V2
nadmettent pas de période, celles de *vZnon plus et apparaissent visible-
ment dans le plus grand désordre, J'ignore méme s, a ce jour, on sail s
ces nombres sont “normaux”, <'est-a-dire si s différentes décimales

0,1, 2.9 apparsissent bin avee s frquence L, T ranches e dowe

y 5 1
chiffres avec la fréquence ——, ctc.
00

Pourtant, larsque /3 est exprimé sous forme de fraction continue,
Les quoticnts particls sont periodiques car Z est solution d’une équation
du second degré), ce qui n'est évidemment pas le cas de 33,

On voit donc, sur cet exemple, qu'une irrégularité peut cacher une
régularité éclaante.

W6 290 0TI Leseo 5239 B3k 35159 13320 1077 SWH 1907
UGE WI07C 34591 0634 12410 6233 35E2T 0138 49356 63161 Danat
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Tondle décéd
différentielle.

. oil il aurait pu puiser des idées conduisant 4 la notion de

Leibaiz n'est pas pour autant un plagiaire ; on peul regretler que les
questions de priorité pour cortaines découverles aient gaté la vie et la
santé de Newlon et de Leibniz.

Quelle qu'ait été I'importance en quantité ct cn qualité de Pecuvie
philosophique et théologique de Leibniz, il w'en sera pes question ici, si cc
n'est pour dire que moins d'un siécle auparavant, on enait encore des rai-
sonnements comme ; **Ce que fait Diew est parfait, et vous voudriez qu'il
¥ il des taches sur de soleil 7" ou bien *Ce que fait Dicu est parfait, le
mouvement parfail est le mouvement circulaire, les trajectoires des plané-
tes me peuvent étre que des cercles”. Pour Leibniz, qui n'en est plus I,
Dic néanmoins  “choscelu des mondes possbis qul st e plusp

aie”

1l west pas impensable que son idée de Dieu I'ait accompagné dans
I'emploi qu'il fait de Vinfini. Les infiniment petits qu’il considre sont des
“fictions”", *me pouvant Glre présentées dans la nature des choses, sans
avoir rien 'absurde ou de contradictoire’”

Leibniz dépasse Cavalieri, avec ses indivisibles, Walli, avec ses
recours & Uinfini. Pour lui, les passages 4 Ia limite sont chosc courante,
Pinfinf entre dans Les caleus.

I ' pas, bien s, (oul créé, mais il a marqué tous les domaines des
mathématiques de son empreinte. Avant Lui s'upposaient le nombre et
T'étendue. Tl met en évidence leur parenté grice aux extensions de la
notion de nombre. Aprés les entiers, les nombres qualifiés (nous disons
2), les nombres rompus (... Q), les nombres sourds ... R), les nombres
inaginaires, quil a%a pas non plus créés, mais par lesquels il conne

Huygens avec
J143=1 + Y143 = B

11 décousre des analogies entre les opérations d*addition et de multi-
plication, parlant de leur “similitude” (00 nous disons “homomorphic™).
Ses norations (dx, dy, le signe somme ) lui ont survécu

Les mathématiques pour Iui traitent des homagénes qui s’occupent
des pasitions : P Analysis sirus dans la qualité, I'Algébre et I Arichmti-
que_dans la quantits, et des homogones relatives aux tranitions, comme
la géométric infinilésimale,

17 u209 53180 72071 62891 esESA 51333 1239 wow 20791 1915)
T8 1675 30265 4136 ouler E3639 Seato Deudd 02670 aszu 62017
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Le méme texte se rerouve au deuxiéme livre des Chroniques (4, 2).
Pour fixer les idées : la caudée de cc tomps 14 n devail pas élre (125 loin
de notre demi-métr

Depuis que ce texte a é1é éorir, il a eu, comme tu sais, beaucoup de
lectens. La plupart comprennent le sens : prouesse technique, bassin
gigantesque, bien rond, grand comme ga. Et n'en demandent pas plus

Dautres, Latillons, disent : si c'est 30 c'est pas 10, et si c'est 10 c'est
pas 30, 1ls auraient peur Gtre souhaité avoir quelgues “décimales” |
Soyons sericux. Ei pourquai pas un encadrement 4 la fagon archimé-
dicnne.

Reste & se demander : le texte en question est-l un témoignage de
I"état dela technique, soit pour I’époque de la rédaction, soit pour celle de
Ia construction du Temple ? Tl est plus prudent de dire non. Voici mon
sentiment : si ancien que soit le témoignage, est & Ia portée de toul arti-
san de prendre conscience que “triple du diamétre’” est une approxima-
ion par défau : ce qui ne veu pas dire inutile, ni & rejeter. Je soutiendrai
‘méme, quand il faudra, que dans certains cas, c'est la “"bonne”” approti-
‘mation & donner.

En tous cas, pour 1'époque (six ou sept siéeles au moins, avant notre
ére) le texte biblique est tout 4 fait banal en ce qui concerne les propor-
tions d'un bassin circulaire ; et je soutiendrai méme que, de nos jours, ce
serail pareil, pour un coniexte analogue.

Mais les gens naiment pas los “4 peu prés” ; les juristes, entre
autres, ont horeeur de g, Toute une partie de nolre sensibilité, de notre
langage, de nos coutumies, refuse.

Alors, ce qui est e plus intéressant, ce 'est pas le texte biblique,
mais plut les réactions qu'il a provoqué et qui nous racontent Ia leate,
cris lente, évolution des mentalites.

Au deuxiéme siscle de I'ére chrétienne, un ouviage talmudique
Mishnat ha-Middot ( = trait¢ des mesures) croit wile de signales 22/7, cc
qui cst bien, mais, faute d'entralnement 4 la réllexion mathématique, le
rédacteur (peul-#lre R, Nehemiah) se demande pourquo e ©ivie des Rais
e donne pas la *“bonne”” proportion, et se perd alors dans des considéra-
tions intempestives.

Mais dc nos jours cncore, ga n'a guére change ! il a quelques mois j
tombe sur un article d’une revue de vulgarisation scientifique. Tout

461 79695 41133 73877 8560 sEEss UTT0 TET TEEEY 59290 26070
G2 U2y 26661 9132 23520 SIm3z 76TeD B03GE 63153 21360 19913
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GREGORY
(1638-1675)

1 Ecossais Tames Gregory étudia les mathématiques & Aberdeen et
en ltalie (1664-1668). Il s'attaqua avec un ézal bonheur aux problimes
anciens (recherche de ) et aux problémes nouveaus liés 4 la naissance du
calcal infinirésinal. 11 inventa un félescope qui porte san nom (163).

Comme Archimede, il considére les polygones réguliers py inscrits
dans un_cercle et P, circonscrits 4 ce cercle de rayon 1, mais alors
qu’ Archiméde wilisait feurs pécimétres, Gregory s'est servi de leurs aies.

Sofent A, et A les aires de py et de P, 11 élablit ;

Ay
Adt A

et utilise ;g — Ay A7 , formule due a Snellius.

Les calculs sont plus faciles si, au licu "employer les aires, on sé sert
de lenrs inverses aq e a;,

On trouv

gy = AN e a, ~ Vagar

167 9237 §7192 2002 2905 1T 68T 27 TTITY 39373 1030
166 W3ber 39006 3775 11973 34799 13950 463 02kI6 99124 Teaze
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2) 1 semble bien qu'il y a des “ouvriers", il est vrai qualifiés de
“grossiers”? (il agit peut-Gtre du matériau) qui se contentent de L valeur 3

Quand on remante asser loin dans Phistaire, on trouve, un peu par
tout, des textcs dPallure technique donnant le cercle comme triple de son
diamétre : en Egypte, cn Mésopotamic, en Chine et ailleurs.

Jaimerais que tu fasses Uexpérience : un bol, un assicite, une casse-
1ole, une rouc, ou ce que tu voudsas. Premiérement : esi-ce bien rond ?
Jamais “rigoureusement”, 1u me 'accorderas. Deuxiemement ; prends.
de Ia icelle, ou du fil (pas un mére en ruban). Coupe la ficelle pour faire
Ie tour, aussi bien que possible (pour certains objets, pas trés
commod ). Méme chose pour avoir le diamétre. Et maintenant comparc
es deux bouts de ficell.

Pour pouvoir dire : 4 pou prés le triple, pas besoin d'8tre un as. EU
méme : un peu plus que le triple.

Puisque ga dépasse le triple, coupe I bout qui dépasse et compare le
au diamérre : bien str, 1 sais déja que le rapport est compris entre sept et
huit, mais joue le jeu honngtement, comme si fu ne savais rien.

Tu n'es probablement pas le premier & avoir fail cette expérien
Mais il y a sans doute eu des hommes qui I'ont faite sans savair ce qu'ils
allaient trouver.

Rien d*éronniant & ce que nos textes techniques anciens disent, selon
los cas

37 ou **3 el un petit quelque chose™

ou 3 el 1/8" ou 3 el 1/T" ou 3 el un peu moins que 1/7°
On trouve en effet tout ¢a.

Mais il 'y a pas que les textes techniques, & proprement parler. La
conmaissance technique peut étre popularisée et se retrouver dans des rex-
tes que, pour simplifier, J"appellerai “lttéraires™

Le cas le plus célébre illusire bien le phénomene : c'est celui qui auto-
vise les gens pressés A dire sans vergogne qu'an ““peut frauver uie valeur
(approchéc) de = dans la Bible’".

Vaici les faits. Au Livre des ois on raconte la construction du Tem
ple de Salomon ; de nombreux détails y sont donnés (pas toujours trés
dlairs) y compris les dimensions (mpressionnantes) du manument, de ses
parties et de son mobilier.

A propos du travail de Tliram, habile ouvrier fondeur de bronze, il
est dit qu'il avait réussi 4 fondre divers objets circulaires, des colonns,
des roucs, et surlout un énorme récipient (**Mer"") qui “avait dix coudées
de bord & bord, élait de orme circulaire” (c'est cela, la prouesse} et “un
cordon ou un fil)de rrente coudées cn aurait Fait Ie tour™ (Ros, 1, 7, 23)

usa 73990 w2506 0739 95073 501% 90197 31852 11953 26396 12500
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Revenons 4 notre factoriclle proprement dite : un calcul bien classi-
que de développements imités, partant de la formule () e de

n! = o0, nous donne :
LALN, - (o R Y )]
Ve I2n 28807 o’

RETOUR A WALLLI

La formule de Sirling ainsi complétée nous permet, par un juste
retaur des choses, d’apprécier I convergence de celle de Walls, c'ést
dire de trouver un équivalenc de infiniment petit
5 PO S Y. ... )
" @mihayt 7 @mrDim]
lorsque m —~ +

On remplace, li-dedans, m! par

VaEm (14— oL
B (1 o (L
et donc (2m)! par
G G &
A w1+ gk oy
ex aprés force caleuls, on trouve b = &+ o'{:y),c
i

Ces caleuls, e vous conseille de les refaire (une erreur est i vite arri-
vée 1) En tous cas, leur résultat expligue que la convergence de fa formule
de Wallis soit si médincre. Pour avoir une précision de 10 7, il faudra
prendre a peu prés 4.10"~! teraes, soit 40 termes pour approcher T4

moins de 0,01 prés, ce qui ne veut pas dirc que I'on pourra garantir les
deux chiffres apres la virgule, ainsi que le montre le tableau 1.

Mais, comme nous I'asons bien vu, ce nest pas 13 qu'il Faut chercher
son utlité.

Roger CUCULIERE

Y65 51515 813 38 090U 23T 73363 RGN 57591 1431 a0sas
166 73T ST4RI 19356 10911 91377 31721 G0AD3 15390 24853 90ns
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comme notre Rabbin du second siccle, " Auteur d’aujourd"hui 'y perd ;
une différence, il est veai : Patitude est devenue franchement antieli
gicuse ; mais 6 n'ameliore guére la compréhension du texte biblique, et
ce qui manque, c'est I'essentiel

comment avoir une atitude raisonnable quznd o est obligé de par-

ler & peu prés”, pusqu'il y & des cas ot on i peut fare autrement

La mathématique est faite pour ca.

T vois ol je veu en veni : fais des maths, mon views, fuis des
maths |

Salut * et bon coura

G.ThG.

863 33535 06y 63091 13208 59189 79813 271313 1ATIE 93097 60001
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Des voies différentes, en langage d'aujourd'hui, donnent :

aou M
Drautre part, si on pose
P - L, - Loyt

Iy
1= (1= o)

et de proche en proche

Fobd =1 x4 xt = x8 b1 (e L
5

En substituant au dernier cerme un de ses majorants

Toxtxoxt 4 o= X2 < Fyx) < 1 4xioxd 4 4 xin
U en prenant s valeurs moyennes dans les trols membres :
w2 _Arcrgx_, x| xi
TGOS S cMegx X x
ERM S I "R Y ERE Y
< en multipliant par x ¢
® L8 _ A fos)
Aegr=x- 20X Xy o
8 TRy g GO g

Gregory sest préoceupé de savoir si ces sommes d’un nombre infini
de termes avaient un sens, en d'autres termes, s los séries convergeaient
Cette naion de convergence, acquisc des siéclcs auparavant non sans dif-
ficulté pour les suites géométriques, éait pour toute autre suite absolu-
ment nouvelle

Et si on remplacaic x par 17
1
H

= 1
Foapely
¥ 3

1 1
g L oL
g a5

Malheureusement, cette formule remarquable ne figure pas explicite-
ment dans les Geuvres de Gregory ; on Ia Lrouve dans celles de Leibniz,
publiées un peu plus tard.

On a peine & croire que Gregory n'y ait pas pensé, lors de la recher-
che de 2 convergence. Mais il a di se rendre compte du peu d'intérét pra-
tique de Pexpression pour le calcul numérique de

1
T

T 0B 05355 33431 71T 38108 9994 usITe BTEZ 63316 58276
2 3auss Ssaus 3127 79687 00073 93517 52035 29716 3wass Fa6
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O, Euler a montré que :
GTi1=0,

par conséquent, in ne peut &re algébrique. Comme i est algébrique, 1
est done transcendant, Le probléme antique lait enfin résolu : I quadra-
ture du cercle est impossible 4 Paide de Ia résle et du compas. On pourrait
alors croire les mathématiciens satisfaits. 1 n'en est rien © certes, le pro-
bléme est résolu puisque 7 est transcendant, mais le simple fail d'avoir
réussi & la démontrer réveille de nouvelles ambitions

Existe-t-il d'autces nombres “classigues™ et transcendants, par

exemple 2%, et x, er, la constante d'Luler, les valewrs de & L
N T
£ e

T o

Quellc est la place de = parmi les nombres transcendants 7

Ces questions ont suscité d'importants travaus, notamment de Gel-

fond, Raker, Mahler, Mignoite, don les résuliats siscitent 4 leur tour de

nouveaux problémes, montrant & Pévidence que la mathématique est une
science vivante et dynamigue.

1B.

35 wwnraauns 625y 23035 63aBs 56200 02192 2218 27255 02542
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Nombre de ctés a
| 0s Trw
| 353 553 391 301 176 695
326 640 741 314208 718
320 364 431 317 286 575
318 821 789 318 054 182
318437 754 318 245 968
318 341 846 318 293 907
318317 876 318 305 891
318 311 884 318 308 888
318 310 386 3839637 |
318310011 318 309 824
318309917 318 309 871
318 309 894 318 309 882
318 309 868 318 309 885
a2 oA
ot e X
e b et
Fie. 1

Ainsi se trouve caleulé par la méthode de Gregory T'inverse de «
1

., 318 309 886

La valeur mayenne M d'une foncrion F(x) est définie dans Iinter-
valle (0,%) par :
I

M - o Fax

Ains, Ta valeur moyenne de x est % calle de xp, ¥ (g, 2,
e
ementaire, mes asscz long, Gregory
Arcw x
X

Par un raisonnement géométrique
o i v oy e 1 o SIS it

@)

169 oaake 25739 18333 03910 72283 837wz 1azte DRRIS DARST 39171
190 1096 32887 4Tazs Se395 5974 43086 179RI ward 53333 Ta0en
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nature ; & tel point qu’on ne sait mme pas, & la fin d cette période, si @
est rationnel pu non. C'est d"ailleurs 14 raison pour Jaguelle on s'acharne
alors & caleulr les décimales de x : on garde Pespoir de découvrir une
période dans ces décimales 5 7 serait aloss susceptible d'ére rationael
(seulement suscepible puisquon ne connaitrail qu'un pombre tini de
périodes) et connaissant le nombre rarionnel candidat, il serait pear-étre
plus facile de démonirer que c'est bien exact. On verra plus tard que cel
espair éait vain. Pourtant cette période extrémement iche permet de
falre une découverte ina:tendue : Evler éablit un lien enire 7 et une
autre constante mathémalique importante, ¢, base des logarilhmes
népériens. Cest de I que jaillira la lumire.

a troisiéme période commence 4 1a fin du XVLII sitcle, en 1766,
dute i laguelle T amherr pourve que = est ircationnel ; Legendre prouve
un peu plus tard que ¢’est également fe cas de 77 et fes travaux de Wanizel
sur la triscction de Pangle er la duplicatian du cube, aulres problénes
antiques célébres, montrent gu'on saura résoudre [ quadrature du cercle
si 7 est solution dun certain type d'équations algébrigues. Un pas sup-
plémentaire est fait en 1840 par Liousille qui prouve Uexistence de nom-
bres transcendants, c'est-d-dice qui ne sont solutions d'aucane équation
algébrique & coefficients entiers. Un autre pas a é1é fait par Hermite : cn
1873, il montre que ¢ est transcendant, et finalement c'est Lindemann en
1882 qui prouve Ja transcendance de nest solution d'aucune équa-
Lion algtbrique & coefficients cnticrs ;5 & fortiori, il n'est pas solution
équations envisagées par Wanizel, Le probléme est dong résolu
quadrature du cercle est impossible il aura fallu prés de 25 sideles pour lo
‘montrer. Camme le semargque Hobson - “la qualité essentielle de Phuma-
nité, et sa colassale patience’”

1l ne Faudrail. pourtant pas croire que Phistoire de  Sarcéte en
1882. D'une parl, Uavénement des grands ordinateurs a provogué unc
nouvelle courst aux décimales justifiant a recherche de nouselles métho-
des de calcul. D'autre part, les mathématiciens continuent de préciscr la
place de 7 _parmi los nombres Lranscendants, comme en témaignent les
travaux de Mahler et, plus récemment, ceux de Mignotee.

PREMIERE PERIODE : LE REGNE DE LA GEOMETRIE

La plus ancienne upproximation connue de = cst meationnée dans
e papyrus Rhind, conservé au British Muscum ct qui datc de — 1800 cnvi-
ron. Le scribe Ahmés y indigue le moyen de caleuler I'aire d'un cercle de
diamétre d :

7 72458 7006 06313 SHE1 4381S 20920 azm: Sasup 91715 TeM6
5 7325 56360 01133 25003 uBsz0 csesz 13ee) 4sa3t 90131 1609
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quil transforme cn posant. ¢=2ixZ , oblenant ainsi

+ T (=1 1pm) Bkl

'

.
2

11 e lui reste plus qu'a développer le premicr lerme e série

EETR
i les by sont les nombres de Bernou

b=t b=t b= L b,
2 6

el & identifier les coefficients de (2 de pare et d’autre. Il trouve ainsi
enfin 1)

30

0 = T = DI Bk /@it

B i
qui donne [ S R T
6 alime

Le probléme de I’évaluation des sommes des inverses des puissances
g

impaires £, L estencore non résolu & ce jour. Tout au plus a-t-on
W'
démontré (Apery 1978) que £ -

est irationnel.
Enfin, ajoutons qu'Euler établit enire {(k) et les nombres premiers
b, successifs la remarquable identité

L _g-Lia-La-
k) & Z“H 1")(

*

prouvant ainsi d’une nouvelle fagon qu'il existe une infinité de nombres
premicrs. En effel, si k=1, le meubre de gauche tend vers 0, donc il doit
exister une infinité de termes a droite, L*étude de la fonction £(k), éren-
due au domaine complene, joue depuis, notamment sous Pimpulsion de
Riemann, un role de lout premier pln en (héoric des nombres

1l west pas possible ici de mentionmer la totalité des résultats
qu'obtint Euler concernant x et ses puissances. Le lecteur curieux. qui
pourra consuler son “Introduction 3 Panalyse infinitésimale” y trouvera
une pléiade de séries ou de produits infinis od x intervient.

197 s0ant w1020 67235 Bs030 07205 22563 26533 w1055 92401 20274
195 2Mezu wissr Uosey 3a9m3 5943 S0ous 070us 1208 14085 w001
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Onay’ = Lna,x

2 = L

yomllion

et Pégalité ci-dessus devient

T(@n+Da, - Ma,_ )= 1+ 0x + 0~

e

ine, en identifiant

L@+ Dy - 2, = O cestddireay = ay | =20 d
T+t
Zxw 2 oo qui dome ke développement cherche,

107

o0

9B

CHAPITRE VIIL.
Des Quantivds iranfeendenies qui naiffine du Cercle,

136, Aprds 1a confdirason des ogarithmes & des quan-
. Ciponcntill  vios eclle den rer de cercle, & da
Teuts s ¢ ol a0 e . formere iz autce
e de qpamits hamfendanees s e quis i
e s s s & s g
Exgonemicior, Torfy ke senlo e des g et ¢
eaver plis cakement & aprce.

S G e oy S o e st = 1y
il exprime exament e noui g3 aionr sl %, il a0

& coué par approxmation 1o deimi-circontérence de <o

At

31 141591651589705 158001 4338127050
BRe197169509)77105820974944592307816
496286108998 618034815421 170679 521400
$651517250664705 38446 . Pour abréger jé-

e e e
=0 fin < cafn A/,,m:,ff ot L
AR

dene renfermis i

201 seer2
22w

27965 19885 70279 sz sy 19751 9.

5 43512 g0
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Mon 1 est 7 parce que piccofo

Mon 2¢ cst 7 parce que Picasso

Mon 3¢ est 7 patce que Pirandello

Mon 4 est  parce que pissoticre

Mon S est = parce que pipetie

Mon 6 est = parce que pipelet

Mon 7 est = parce que Picrochole. Or olécrane et oléodc.
Mon tout est done TX T XX TXTXTXT = 7' = Pie VI

NOTES

Picrochofe : personnage du Gargantua de Rebelais, type du conqué-
rant grolesque.

Pie VII : pape de 1800 4 1823. Par la bulle Quum memoranda, il
excommunia en 1809 Napoléon 1°"... quil avait sacré empereur en 1804,
Ce dernier le déint en captivité au chaeau de Fontainebleau de I812 &
1814. Rappelons que dans le bassin de ce chateau on peut voir des carpes
*centenaires’” que la légende fait remonter & Frangos 19

Nous nous sommes arrétés a Pie VI, estimant que ¢'éait suffisant
comme ¢a. Mais nos jeunes lecteurs n'aufont aucune peine & prolonger
Ta charade jusqu’a Pic XII, cn utilisant pistache, piscicole, piége-i-loup,
ete. Car la charade & tiroirs ant par nature presque insoluble, ce qui cst
un bien grave défaut pour une énigme, le plaisir ne consiste pas en général
& en trouver la solution, mais a en étudicre les mécanismes, et surlout a en
agencer de nouveaux, ce qui est trés facile. On pourra se reporter a *I'Ar.
de la Charade a tiroirs” (Editions Jean-Jacques Pauvert e Livte de Pache
Hachetie) malheureusement &puisé pour le momen.

Lue ETIENNE

70 SHE1s 6052) 46808 I SOATZ 4aINT 21295 58777 63906 %6903
172 70708 3857 75385 4054 0758 uae2) 13743 9171 13T 1T
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Ainsi, il utlise fréquemment des somines 4’ Arelg, grie par exemple
4 1a formule
1

!
Arctg L = are Arctg D
" e A g
ui donne, entr T - a1y
qui donne, entre autres, 7 = Arctg 1 = Arcig 5 | Aretg 5

dont les séries correspondantes convergent beaucoup plus rapidement que
Ia formule de Leibniz

Caleulateur infatigable, il ulilise cependant un développement assez
inliabituel de Arcty pour wccélércr les calculs, et détermine 20 décimales
de x en | heure grice & la formule

2 Ll
= osamgd zamed
Y
o detoppeist
12 2 ¥
N PE NS B RS ¥
e R e A e

Cette expression parait bien plus compliquée que le développement
“usuel” cependant. on notera la finesse du procédé puisque le terme

Arcrg % qui est Ie plus long 4 calculer, ne fait intervenir que les puis

12 1 1
THE ST
T
Ce développement peut s'obtenir de la fagon suivante
Posomsx = " ouencore t 2
e / Tox
Fit posansy = L1 Arctgt L Arctg \/% qui s'éerit aussi
¢ x

y = A o obiient en dérivant
ey

2y Ry

ou encore
2y =) +y(1-29 = 1

Cherchons maincenan: y sous Ja forme y = X ax'.
i

19 26056 00162 37028 80210 9276k 57991 96579 22955 2u9me 72758
300 46103 2603 69998 5258 35968 81592 05600 10165 52583 Te6TR
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CHARADE A TIROIRS

Fondée sur le calembour, la charade & tiroirs est assurément un genre
farfelu et des plus discutables. Nous pensons cependant qu'elie mérile de
retenic un instant Iatieation du jeunc mathématicien, parce qu'elle lui
Dropose une logique de rechange dont il peut tre intéressant d’étudier n
abstracto les procédés et les loi

Mon 1 fuil adhérer une lettre

Mon 2¢ la brise:

Mon 3¢ ne pouvait supporter un liquide insipide

Mon 4 passe directement davant-hier 4 aujourd”hui

Mon 5 se perniet une incongruité

Mon 6 avail abusé des bains de soleil

Mon 7+ désore & helles dents une boite appartenant au souverain

d'un duche.

Quant 4 mon tout, produit de mes sept élémencs, s'il est allé au chi-
teau de Fontainebleau, ce n'est pas pour y faire des builes avec les célébres
carpes *de Francois 14

46 30719 01T 11BUR T2 I1NAT 67207 2172 79385 62952 AuAI
S50 250ET 58031 1281 raude 13303 93735 E2e2b OTe04 Shsks STare
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i F'on excepte les quelques valeurs empiriques dornées pour «_par
es Babyloniens, les Egyptiens ou mentionnées dans la Bible ou le Tal-
mud, Uhistoire de  se divise en trois périodes.

Durant I premitre, approsimativement des Grees au milicu du
XVIIsidele, les recherches trouvent leur origine dans le célébre probléme.
e la quadrature du cercle : comment construirc un careé dont Paire soit
égale 4 eelle d’un cercle donné & Pavance, celte consLruction ne nécessi-
tant que 'usage dela régle et du compas. L'approche st dong essentielle-
ment géométrique et la méthode wlisée consiste  évaluer Uaire, ou la
longueur du périmtre, dun cercle en ulilisant des polygones réguliers
inscrits ou circonserits & ce cercle. Il est d*ailleurs tout & fait remarquable,
vu Pabsence de systéme de numération commode, que Pon ait pu obtenir
par ce moyen une précision appréciable. Plus tard le systéme décimal per-
met Pabtention de 34 décimales exactes par Ludolph Van Ceulen vers
1600 en utilisant un polygone 4 60 X 2% cotés.

La seconde période coincide avec la découverte d’un outl mathénia-
tique nouveau : fe calcul infinitésimal. Gréce a I'usage des fonctions tri-
zonamérriques, il canduit 3 des approximarions comportant une infinité
de termes tels que des séries, des produits infinis ou des fractions conti-
nues. Celu permec d’augmenter la précision mais ne résout pas le pro-
bléme de la quadrature : en effet, detelles *“formules’” conduicaicnt & uti-
liser la régle ou le vompas une infinité de fois. En un mot, on améliore de
beaucoup la connaissance quanticative de 7 mais an n'éclaircit pas sa

5 a2t 10975 bss9) Jees1 20475 6una 27A67 Ma1es 27130 19031
B ushun 36892 34603 UBeTD 4suaz eeusz 13393 60726 o2ust ka7h
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pourra se décomposer en la somme des deux signaux

Fel  Fes

Le technicien a rarement besoin de plus de quatre ou cing signaux
élémentaires pour reconstituer le signal voulu avec une approximation
satisfaisante.

Le mathématicien, lui, recherche une décomposition exacre sous
forme d’une somme dune infinité de signaux élémentaires (de plus en
plus “‘petits”), ce qu'il appelle une “décomposition en série de Fourier”
(du'nom de sun inventeur).

Notre but n*étant pas de faire de la théorie, nous ne retiendrons que
Ie théoréme suivant.

Si f estune fonction périodique de période 2w continue et dérivable,
on peut éerire
() 100 = 5+ cos X + 2,05 25 + 8,008 3% + .
bysinx 4 by sin 2x 4 bysin x +
“coelficients de Fourier™ ©

v les

a,=1 169 cos nx dx et b,

Fx) sin ox dx

De plus, et c’est trés important, lorsqu'on remplace la condition
<continue et dérivable” par la condition plus aible “continue ef dériva-
ble par intervalles” Ia formule (F) reste valable :

a) intégralement si x est un point ou f est continue ;

205 Us9eD wiaDs 73320 196R) 79370 2348 fease TIISI 07181 TAs0
306 0335 20348 07738 53493 €31 D0TA2 NMT AZe1) 89783 95015
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T ET LES SERIES DE FOURIER

De nos jours, lorsqu'on veut établir les innombrables formules qui
parsément le célébre livie d'Euler (Introduciio in anaiysis infinitorun,
1748), on préfire, pour introduire plus de rigueur, utiliser les méthodes de
Fouricr.

On a [réquemment dans la pratique & décomposer un signal périodi-
que cn signaux plus dlémentaires, notamment de type sinusoidal

Pour donner un exemple, Ie signal

Fie |

203 76341 00703 94763 U189 79153 U0 £9752 1429 Taees Se6
0056707 36430 S36es Seu1 34732 17043 30333 13235 a3sd9 1R4)
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Cest Ie développement asymptotique (ou développement limité) de
par rapport aux fonctions 1 — n (Logn)e.

Log:

Stirling avait méme trouvt un prosédé lui permettant de pousser le
développement & volonté en calculant successivement les coefficients par
récurrence.

La théoric des développements asymptotiques devait d’ailleurs fran-
chir unc étape décisive juste aptés, avec les travaux d*Euler et notamment
Ia formule sommatoire d”Euler-Mac-Laurin, qui donne dans le cas géné-
ral le développement de

Lo~ [ i dx
f

Le lien av
mes partis de

1 formule de Stirling est bien clair ici puisque nous som-
valuation de cette différence, dans le cas oi (1)~ Log x.

La formule d’Euler-Mac-Laurin nous donne méme 'expression des
coelficients suzeessifs de la formule de Stirling développée : seules les

i 1o ‘ i o
puissances impaires de 1y interviennent®¥ et le cocfficient de 1yf est
B . S

- 12K
s By sont les nombres de Bernoulli (9 &, &
. L‘B; tlesnombres de Bernoull 9B, = 5=
L= g B = g et

On notera d'silleurs que le développement oblenu est essentiellement
fimité et west pas unc série.

B
7 5 y
Lentier n éant un nombre fixe, la limite de L.
=
lorsque k ~ 4 oo, est justenient + e, ce qui est amplement suifisant

pour que la série :
s (=Dl
& T g diverse pour o

1 Ce qui implique que le of-1] aut ermine la formule (2) ci-desus pouresic e

renplact par o [ 41

) Cot nomores remrcuabis incsrvennent quasiment partous en mathgmatiques. 1 ont
notamment des relrions ave ‘¢ Grand Théaréme de Fermat

G ot Ircuver e GETion f Guelques ropriées dans e s e Mathératiques
ayeesation, CAPES)” de M. Doveakine, ches Lelin

163 s1rae 030N 0468 TIIN9 BSSEY 43930 T6933 8ITA 11138 BussE
Tou T7h 12301 4307 67126 G034 3190 93620 93939 36103 10291
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2) i ce nombre est considéré comme trés important par les mathe-
maticicns comme par les usagers, Cest qu'il est nécossairement présent
dans une foule de questions scientifigues.

— Le cas le plus populaire, et Te plus ancien, cst 1
Ia longucur du cercle®
Iaie circulaire (ou aire* du disque?)
— Mais il faut aussi mentionncr, car c’est encare plus important
I mesure® des angles® (plans ou solides)
des arcs* circulaires
des rotations®
synonymes ¢ pi sur deux (éerit : x/2), quart de tour, quadrant,
angle droit, quatre-vingl-dix degrés écrit 90°)

et les expressions : & deux k pi p

s certainement

‘modulo deux pi
— 1L’y a pas que la géométrie euclidienne, ou plutdl : les emplois de v
en géométrie s'expliquent tous par e fait que x est In valeur numérique
d'un grand nombre dPintégrales définies, simples et utiles

— Parmi ces intégrales, il faut mentionner la fonction gamma d'Euler ou
factorielle. On n’oublicra pas alors le caleul des Probabilités : 'appari-
tion de Pi en ce domaine a ¢té un événement, el frappe encore beaucoup
les néophytes.

— On ne peut citer toutes les théories mathématiques de phénoméncs

physiques
“deux pi racine de L sur g, st e pendule 272
“H + 421", clest Pinduction clctromagnétique
1a longueur d'onde L de Ia houle en mer profonde est lide & la
vitessc de phase par gl =2xc?”
“ permeabilité magnétigue du vide est 410 ™
La fameuse loi du Potentiel : “AV +4 1

On u Pembarras du choix

3) On 'oubliera pas un cas pittoresque : Uapparition de Pi dans la
Iégistation francaisc (ou plus cxactcment a réglementation. . I'aticle 34
dela Constitution de 1958) il s"agit du décret du 3 mai 1961 sur les unicés
de mesure légades en France, 11 ot stipulé que Punité legale por les
angles plans est le radian (noté : rd), que le Tour vaur 2ard, le grade
/200, Ie deget /180, et

Le rédacteur du décret suppose donc que Loul ciloyen est censé con-
naitre =, puisque le texte ne donne aucune tion sur ce coefficient

47 7109 00299 97698 41263 26680 23477 16728 §5731 337 wSTES
U3 G407 72283 1500 313aa 15239 19604 Tzsa IsT81 77073 w0
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Soit S, Ia somme des aires des rectangles : par exemple sur a figure,
nous avons 7 rectangles dont [a samme est Sg. Certe sommne n'est fas bien
différente de I'aire comprisc entre la courbe, Paxe O ct la droite x=n,

cestadire Iy = [\" Log x dx . Pour approcher cette intég
quiave les rectangles. on peut utiiser les trapézes dont les bases son

ale mieux

deux ordonnées consécutives ef la hauteur 1. Leu aire fotale est :
Loslslog? Log? Logs_ - Logtn-Delogn g _ Ly,
Done I, =8, - L Togn

O I, peut se calculer simplement & Uaide d’une intégration par par-
s, qui donne T, = n(Log n—1) + 1 . Ce | addiconné 4 un infiniment
grand est négligeable, et on peut écrire ©

Sy=nitogn-1) + L Logn

z

Jusqu'ici, tout ceci doil vous sembler bicn peu rigourcux. Voire. Etu-
dions Ia suite oblenue en retranchant de S, sa valeur approchée :

4=, nogn-1) Llogn

Pour cela, posons u, = — d, La suite d, converge s et
seulement i la série u, canverge, puisque *

Allons-y ¢
= dy g~y = Sy g~ @+ DiLogta+ D=1 = 4 Logm-1)-5,
ogu—1) + L logn -
+ nfLogn—1) + 2108
= Login 1) n Log(n + 1)~ Log(n+ ) +n+ 1~ 4. Log(n+1)
cnlosn-n+ L lon

R

155 1ees 20200 29795 25220 1072 67675 62204 15820 51618 413
156 54756 51690 98116 1101 00299 60761 86905 29160 30268 40320
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Webster's new callegiate Dictionary (ed. 1959) :
Pi (9i , e), 0. (Gr.), 1° ‘The 16th letter (, 11) of the Greek alpha-
bet, corcesponding to English p . 2°. Math, The letter II, 7
denoting the ratio of the cireumlerence of & circle Lo its diameter ;
also the ratio itself. The value of this Lo cight decimal places, is
314159265,

Jravais douze dictionaires sous la main ; un autre fois je conlinue-
rai Penquite (szns oublier s Langues élrangéces, car Pi es international).

Je wose pas dire que les informations recucilics menchantent : il me
semble quelles n rendent pas assez compte de usege actucl.

Que souhaltez-vous ? me dira-t-on.

Je ne suis pas lexicologue. Je me contenterai donc de rédiger une
petite iche : non pas comme projet d'artile dans un dictionnaire idéal,
mais seulement comme un aide-mémaire A Pintention d’un éventuei
rédacteur d'un tel article. Non pas ce que Je souhaite qu'il dise, mals ce
que je soubaite qu'il sache

Hypothése de travail il y & une entrée Pi dans un dictionnaire de
Langue (i diffieall sera de ne pas confondre avec Iartile dencyclopé-
e, dont je dirai peut-lre un mot plus tard)

Voici ma perce fiche (une petitc éoile* auprés d’un mot indique que
Je suppose qu’on peut renvoyer le locteur & une aure enteée du diction-
maie).

1) Le signe 7 (qui est une lettre grecque, et quw'on prononce “pi’”)est
acvellement utilisé. Ginternationalement et depuis le XVITleme sicelc)
pour désigner

un nombre* réel* transcendant*
qui figure & bon droit parmi les plus célébres et les plus éudiés duns
TAnalyse* mathématique.

On le représente aussi, asse7 fréquemment, par des approximations*
décimales, en écrivant, par exemple

®o ML on w=304
ou encore 314 < <315

On trouve encore, surcout dans des texies anciens, des approxima-
ions rationnelles* - Ia plus célebre, depuis Archiméde, est

Trois plus un septidme

(parfois éerit : 22/7).

WS 76294 W3MT4 D10A9 88833 31600 31207 ATAI0 I3ams 11660 20296
W6 11936 39667 13696 07501 11689 83278 36353 16745 1685 76956
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elle diniinue, lentement mais sirement. Ceci heurte les préjugés de cer-
tains joueurs, croyant volontiers & une sorte de justice immanente qui for-
cerait 4 I'équipartition aprés un grand nombre de coups. On pourra Lrou-
ver une crilique détaillée de ces supsrsiitions dans les écrits de Marcel
Boll, qui Tut un infatigable propagandiste de Iesprit scientifique.

FORMULE DE STIRLING

Ces considérations montrent que Ja formule de Wallis a pas tout &
fair Pinrérér que I'on en atrendait - elle ne sert pas rellement & approcher =
par les termes d'unc suite de nombres, puisque 'approximation est mau-
vaise, mais elle peut serir & donner de cette suite une valeur approchée
plus simple . faisant intervenir x. Ceci va sc preciser avee la formule de
Sticling, qui part du souci suivant : elant donné que I'on se sert beaucoup
de n! en combinatoire, trouver une formule approchée permettan de cal-
culer ce nombre & pew prds lorsque 1 est grand, sans avoir a effectuer le
erand nombre de multiplications que cela exige.

Ou plus mathématiquement, trouver un infiniment grand équivalent.

Au licu de partir de n! , on peut partir de son logarithme, qui est
Ggald Logl+Log2+.. +Logn = S, = Log !

Clest Siiling, compatriote de Wallis, qui a fourni en 1730 une
céponse & cc probléme. Nous développerons une méthode voisine de celle

de Stirling, qui utilise la représentation graphique de la fonction Loga-
rithme népérien (voir fig. 1),

3
2
7] EI

Fio o walls

153 91607 19099 w9072 323 6UGE 41173 DN 63918 Wwa3 7aDsT
130 33385 as257 12399 soaz 63912 20509 35862 15725 03137 13870
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Mais en dehors d'une activité mathématicienne ? Peut-étre I'argot
des techniciens et des étudiants scientiliques. J'ai entendu *‘pi-sur-deux-
ter” comme un verbe qui signifie “faire tourner d'un quart de tour”

Voild : j'ai raconté mon petit voyage. A vous maintenant.

Th. G.

NDLR. Si nous wavons pas signalé ci Iexcellent Dictionnaire des Mathé-
matiques de Bouvier et George [BOU] (it sous Ia direction de
notrc ami F. LE LIONNAIS), c'cst qu'il n'ctait question ici que de
dictionnaires généraux, 1l conticnt une page enticre sur 7.

A UN POIL PRES
ou
L'EXPLOIT D'AL-KASHI

1l s'appelait
“ghiyath al-din djamashid b.mas'dd b.mahmdd al-kashi”

‘mais on ne garde ordinairement que la fin de ce nom : al-kashi, qui indi

que le liew de naissance : Kachan, que vous trouveres sur une carte, quel-

que part entre Tehéran et Ispahan.

Clest un mathématicien célébre : il est mort en I'an 1429 (de notre
érc), & Samarkande, od il travaillait dans cet espéce de C.N.R.S. eréé par
le sultan mongol Ulugh Beg.

Tl a beaucoup éerit, soit en persan, soit en arabe.

Son Traité du Cercle (Risala a-muhitiyya) a éé écrit en 1424 en arabe
(traduit, bien plus tard, en allemand, puis eh russe). On pourrait dire que,
du point de vue théorique, il n’apporte rien de bien neuf : ce n'est guére
plus que e que savait Archimede, scize siccles avant ; mais justement, il =
fallu que le message archimédien (la nature dos approximations) soit
répéié de siécle en siécle pour &re bien compris.

Le style d'Al-Kashi est cependant asse. persomnel, et sa virtuosité
caleulutrice assez remarquable.

Son prajet : caleuler une bonne approximation (un encadrement) du
rapport de la circonférence & son rayon (ce que nous autres. aujourd’hui,
nommons : deux-pi, 2x) et pour faire saisir la haute précision qu'il sou-
haite atteindre, il demande que, pour un cercle six cent mille fois plus
grand que Iéquateur terresire, I'incertitude soit inf

U ciin de cheval

US1 TEST 4RG3 I5ATR 96T00 11925 96625 94105 10533 58438 4esen
V32 23350 7370 9367a aTer Tomed cate3 33455 4THM T3AT S1eb:
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Etpar suite :

Et voici Ia formale de Stirling au complet :

at H VT

Lévénement est d'importance. Cest ici que x sort du cercle, je veux
dire affranchit de son origine géométrique pour intervenir dans un sec-
teur of il semblail wavoir que Taire, la Cambinaaire, les Probabilités
Laplace aura bien raison de dire que ce théoréme est remarquable “sur-
tout en ce qu'il introduit Ja racine carrée du rapport e la circonférence du
rayon, dans une expression qui semble devoir tre étrangére & cellc trans-
cendante” ).

Cette formule est, elle aussi, trés belle puisquelle assemble les deux

nombres vedeis ¢ e 7. O peut I rupprocher st égard e 67 = |
Pour juge de s préision,an et fie e bl
T 0922119578 1
2 Lo 2
[ s 5,835378626 6
. s
B 5 118,0080136 120
wonews |
§ 139896,36152 | 0320
T 359475, 7092 i 362880

Tubleau 2 Farnule de Silng
(2 Tapluce : s philosophiaus ur les probabilés

199 asiek J03se 22252 94Bs 0011 59722 9803 49ES 50225 29173
160 B70n3 G073 20322 22083 9wse FeuT6 €143 Gsse2 ANsD 9127
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numérique (alors quil le faic dans le cas des uniés d*énergie : trausfor-
mation des thermics en joulcs)

4) La lettre  dans une formmule ne désigne pas toujours Ie fameux

nombre réel. Y lu, et plus dune fois, des choses comme celles= :
“selon 'usage, désignons par (3) le nombre des nombres premiers
inférieurs & x "

'ai vu des astronomes qui appelaien  Ja parallase d'ue étoile, et chez

les physiciens ce pouvail élre une pression;

Dans certains cas de ce genre, quelque chose qui ressemble 3 un seru-
pule conduit auteur ou le (ypographe, pour éviter tous malencendu, &
choisir pour Ia letre grecque une forme "“byzantin

Ne parlons pas du Pi majuscule : T, qui a heancaup d’emplois tradi-
tonnels.

5) Quelques remarques, pour terminer.
1l me somble qu'un dictionnaire de langage doit chercher 4 décrire
Vusage, quil faut done connafire, ct, pour cela, caquéler.

Premiére question : Dans quelles sortes d'éerits peut-on rencontrer
“pi’” et non "z ?

Deuxiéme : quels son les contextes de Pun t de 'autre ?
Vraisemblablement, d’une part, mathématiques (scientifiques ou didacti-
ques), mais aussi, d'autre parl, liuéraires (principalement historiques,
peut-étre).

Troisiéme : dans les conlexies mathématiques, plusieurs sortes
d'occurrences, selon qu'il s'agit de la lettre 7 incorporée & une formule,
ou du niom propre du famenx réel comme elément d’une phrase du lan”
gage ordinaire.

6) Enfin : £ fa fangue parlée ?
Dans Pactivité mathématicienne, on entendra *“pi” assez souvent dans fa
lecture d’une formule
“pi D trois sur six”” : (xD’/6) pour le volume d’une sphére,
— ou bien comme indication d’unc valeur numérique
“apeés un tour complet Ia variable Theta a augmenté de deux pi”
*“quand la distribution est maxwellicnne, e rapport entre lc carré de
la vitesse moyenne des molécules du gaz et la moyenne du carcé des
vitesses est Trois Pi sur Huit”.
— plus rarement comme nom propre
“*parmi les transcendants, pi est quand méme assez exceptionnel ™

o 51565 3077 67957 60I0S 96623 60785 BuPes 15271 62038 118
U5 1306 M6 S77 71233 91 06037 31743 7054 05703 19987






index-88_1.jpg
84

1 9avire que uy est un infiniment peit équivaleat & = 1.

La série de terme général n, converse donc, de méune que L suite d,
On peut éerire

tim_(Logn! — n (Logn—1) — 4 Log ) = d

En passant & Pexponenticle, ccei donne,

JU
o

2" V&

Ce qui wécrit nt ~ C Le)" i

Decnitre question : que vaul cetie constante C ? Justement,
encore ce views Wallis qui va nous le dire !

st

NI . I ——
220 (mlyf

Mais on a, d’aprés ce qui précéde :

i

e (20" o

@y ce (?' m

1 esigne une oncton ¢ qui end vers 0 plus vie cue | ¢
NI leceur pe familie doces anions les tawsers s dans tw bon cours
e mathematigues supérieurs,

e el que

157 3mcet woTaz emE2) SoTau 24sic 70308 70008 99212 12086 01183
T3 7305 3356 72523 Ir56T 33286 10913 NzuET Teln: SE3T 43157
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rence : “la circonférence est Ggale & 2rR, Paire du cordle & xR, I
surface de la sphére & 41 R, le volume de Ja sphére & D3/6."
— Mus. sorte de chalumeau siamos dont e son est rés aigu.
On notera quiic “circonfiérence” sous-entend 2 la fois “longueur” et
“cercle”. Cel usage est sans doute en train de disparaiire. On remarquera
aussi que Partcle ne comporte pas de partie encyclopédique, méme pas
Valenr numérique de pi (il faut aller Ia cherche & Particle CERCLE, lequel
nous renvoie "pour tout ce qui est dléementaire™ & CIRCONFERENCE
el a P,
Meme s on a
auit & consulter Li

it pu Toublicr, I'un de nos Larousse nous aurait con-
56

Dictionnaire de ba Langue Frangaise, par Bmile Liltré, Tome 3, Paris,
Hachette, 1375, page 1104
pi (i) s.m. La seiziéme lettre de Palphabet grec (, TT).
Le 7 est employé en mathématique pour exprime le rapport de lu
circonlérence au diamétre, égal 4 3,1415..., ou, plus simplement
‘mais moins exactement, 3 ¢t un septiéme.
Ce qui atiire mon attention au singulier ; I'approxi-
mation marguée par les puints de suspension ; hommge i 'une des plus
ancienres approximations et sous sa_forme archimédienne : 3 1/7
“exprimer” un rapport au liew de *d

nnaire ulphubétique et analogique de I langue francaise, par Paul
Robert (La lettre P a paru e 1960) :
PI, nm. Sciziéme lettre de 'alphabet gree correspondant au p
frangais.
— Geéom. Abréviation du grec periphereia, adoptée camme nota-
tion du nombre qui représente le rapport constant de la circonfé-
rence d’un cercle quelconque & son diametre : ““x, nombre incom-
mensurable, transcendant™
On donne & dans les caleuls courants la valeur 3,1416 (pour
3,1415926...).
Homonymes : Pis, Pic.

Peit Robert, 1967 :

PI (pi), n.m. (transcrit au XIXéme, mot grec). Seizieme lettee de
Palphabet grec (r) correspondant au p-fransais.

Géoni. Abrév. du gr. periphereia, symb. du nombre qui représente
le rapport constant de la circonférence d’un cercle  son diamétre :
*ix, nombre incommensurable, irrationnel”” (3,1415926...).

o1 B0 25032 Ssuad 92680 a5 92876 12400 75567 e 41370
402 58251 40011 79713 31663 07183 7183 G00E 78477 34aEysaet
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que soit n, 1, & une défi
en,

ition unique par une intégrale, souvenons-nous
ce qui nous permer d’affirmer que la sute 1, est striciement décrois.

sante, tout simplemennt pare que 'on s 0<sin x<1 quand 0<x < T

Puisqu'alors sin®+ 3y <sin 1y <sin2s, d'ou découle

Lmiz < bnst < Lim s

soi Y - N . )
t M1 7 S Emna, <2
ou encore, par défnition de a,, :
milx 1 a
=22 “@mena, -
Etenfin :
el s ) =

122 “Gmena <2
Lorsque m tend vers + e (ce § couché est d'ailleurs une notation due
Wl e premie mermbre desete bl ingalc end vers e

Sensuit que
!

lim _
w=te Qnt Dy

De par notre définition de a,,. cetre assertion n'est pas autre chose
que la formule de Walls :

. 22.44... Gm).2m)
m-te 1335 @m-1.0m+D

=Z.wm
2

Les produits du numérateur et du dénominateur ont ici chacun 2m
facteurs. Le locteur pourra démontrer qu'alors I'expression tend vers Z-

rerade

par valeurs inférieures, ce que le tablean 1 aissat présager. 1 mos
méme que ©
224400 -DON- DM g vars I par valew
T3.35.. Gu-3 G- 2D Zpe rvaleus
upeisures
On peut avssi mertre la formule précédente sous d'autres formes,
tout aussi remarquables

2244 (2m-2) 2m -2 2m_ 46 (m-22m
[335@m-3)@u-D@n-1)  ~33°557 @m-D @m-10

127721 90055 6ruen 2ssa1 67925 3033 S1ae wzs) 22301 3762)
436108 42506 59048 13008 85627 10983 3919 é3897 31413 T03Ma
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Si n estpair, n = 2m, on commence par calculer

fo= | o= Toeton e

21, =1
41 =31

Mgy = G - Dl

En multipliant membre 4 membre ces égalités, on peut simplifier par
le produit Ig Iy ... Ly, il vien :

_ 135.@m-1) =

I

246..2m 2

Désormais, nous noterons a,, = 125 @D quaniiis qui

apparalt dans la formule de Wallis

Dol: Ly =,

2

Lorsque n est impair, 0 = 2m + 1, on procéde de méme :

5 =
sinxdx = [—cos x] » puis
5 o
T
s=20,,
1= 41,

M) Ly = 2 Iy
24620 I

Lot = TIE w1 Gm D)~ Gme D,

Ilest remarquable que, selon la paité de n, I, sc présentc sous doux
formes différentes, présentant toulefois cerlaines analogics. Mais quel

Et par suitc

TS 01260 0175 wesey 74515 Tetes 77377 46752 0043 75715 58208
6 9653 62132 39764 3180 13635 B138) 07422 02020 31872 1705
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Lin vérifiant ce que je viens de recopier ci-dessus, je m'apergois que j'ai
commis un curieux iapsus, et bien significatif : Dans les deux rédactions
(petit Rober et grand Robero) il faut lire

incommensurable, irrationnel ;
est moi qui ai écrit *“transcendant”, sans doute charmé par quelques
innoxations de notre Auteur, je lui cn ai prété une de plus, qui m'avrait
plu!
Liinnovation la plus notable : enfin 7 est un NOMBRE |
Mais aussi concession traditionaliste : c’est un nombre qui représente un
rapport. Autre originalité, mais sans grand intérét : sept décimales.
Un reproche : I'idée d"approximalion, essentielle en la matiére, n'est mar-
quée que par les tois petits points,
Enfin : on dit “notation” au lieu de “signe” ou **symbole’”

Dictionnaire général de Ia langue francaise, Hatzfeld et Darmesteter
pas d'entrée Pi.

Je n'ai & ma disposition aucune des éditions du Dictionnaire de I'Acag
mie. Je men console-aisément,

Par contre ceci est inréressant

Dictinnnaie usuel Quillet Flammarion, Paris, 1963
pi (x, TT) seiziéme lettre de I'alphabet grec. Math.: Nombre incom
mensurable désignant e rapport de la longucur de circonférence &
celle du diamétre ; valeur 4 un dix-milliéme prés : 3,1416. Clest
également la mesure de deux angles droits ou 180° exprimée en
radians

Ci-dessus, en citant le Grand Larousse encyclopédique en dix volumes,
J7ai oublié de mentionner le onziéme ; Supplément (1968) o (p. 688) est
Signalé un nouvel emploi de Pi, pour désigner “une particule dlémentir:
responsable d'interactions fortes” (avee renvoi & Méson),

A titre d’aide-mémaire, pour des prolongements futurs de Venquéte,
e prends un petit Brockhaus el un petit Webster

Der Sprach-Brackhaus, Deutsches Rildworterbuch fur jedermann, 1958
Di. . das Pi, —s/- s, dic Zahl 3,14159 (gibt das Verhalnis des
Kreisumfangs zom_Durchmesser an (griech. Buchstabenname,
Ubers. G.37 Giriechisches Abc).

863 48763 9908 10742 95309 41060 5969 a3rse 41TsI 97009 Waas
NG 33001 40323 33668 3320 99u6a 79605 D333 39987 3asa Res ik
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1L st égal au produit des m premicrs nombres impairs divisé par e
produit des m preniers nombres pairs. De tels nombres interviennent sou-
vent en combinatoire.

Pour nous faire unc opinion plus précisc, exprimons a,, & Puide de
Factorielles.

Ona 246 am) < 20
EUL35.m )= —Gm! _ @w:
2.4.6... (2m) 2mm!
. 112
Pa
Mais e nombre 2L noug est familier : c'est (3, , le nombre

de combinaisons de 2m objets p

m & w, sans répétitions

it oy = G2 Crest1ecoetcientcentral e lus leve, de
B
Tigne muméro 2m du riangle de Pascal, divisé par la somme torale des
coefficleats de cett ligne.

Ce nombre a.une interprétation coneréte : si on lance 2m fois une
picce normale, ar, est Ia prababilité d°obtenir m fois Pile et m fois Face.
Cest ce que Pon appelle Iéquipartition.

La formule de Wallis sous sa forme (1) permet d'afficmer que

lin o+ Dywad =1 s0it: lim a, vEm -

Cela signifie que a,, tend vers 0, et méme que le quotient des deux
infiniment petits a,, et tend vers 1

Ce sont des infiniment petits équivalents

1
.

Par exemple, i 'on lance 1000 fois une piéce de monnaie, la proba
bilité d'obLeni 500 fois Pile et 500 fois Face est ¢ peu prés

1
N0 =

Nous voyons par Ia gue lorsque le nombre de lancers augmente, la

probabilité de I'équipartition diminue, et nous voyons méme comment

L8 %
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vbe doné & I'avance, revient 4 consiruire un segment de longuenr 12 ,
Ceitivdire solution de Péguation X2~ 2 - Le second revient également &
Construire Ia solution d'ume équztion du troisiéme dearé

La solution de ces deux problémes est donnée par Wantzel
(1814-1848), alors répétiteur a I'Ecole Polytechnique, et qui montre qu'il
est impossible en général, et en parriculier dans ces deux cas, de construire
les solutions d'une équation du troisiéme degré a I'aide de la régle et du
compa

Cela tient au fait que les scules quantités constructibles sont a+b,
a=b, &, axb, v na, & et leors combinaisons finies. Ainsi, on peut
consteuire Ie sezment de longuur

de proche en proche, en commengant par 3, V5 1 3 2

W o I

On pourra résoudre I quadrature du sercle s Pon arive  exprimer
= 4 e Grunt combination e ds adicane, £t s x peut
Tamener &1 résohuion ane eascade d'égumitons du second Segré
Ain e probléme geoméiquc o ramen & un probiéme de purs g
Fre- L i effctul et mportant !

Drautant plus que Liouville, en 1840, prouse existence des nombes
transcendants, nombres qui ne sont solutions d’ancune équation algébs
e  coeticents entirs

Micux, il cn construit cffectivement. Cependant, il ne peul reconnai-
Lre comme iranscendant aucun nombre ““classique”, par exemple, e, 7. ¢,
ete. et il fau attendre 33 ans avant que la lumiére commence a Filirer
Ch. Hermite montre cn cffet en 1873 que ¢ , base des logailhines
fens, est transcendant. Plus précisément, il montre que siay, ay, a,
. 8, Sont des rationnels of ay, , ..., &, des entiers, alors

a € 1 ay € 1 ey a0
1 ajoute que Ja transcendance de  lul pacait trés difficile & démon-
trec et il ne 5’y hasardera pas. C’est pourtant & Paide de méthodes
similaires que Lindemann, en 1882, touchera enfin au but en montrant
Quesi ag,ay .4, € o ...y sont des nombres algébrigues (non
nécessairenent réels), alors :

4" b b a g™ 20
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mais cela n'est pas notre alfaire,

PREMIERES CONSEQUEN

Nous avons vu que cette formule était dun rendement assez médi
cre. Cest abord sa simplicité qui retient Pattention : elle peut servir
montrer & tout un chacun comment calculer ¥, et sa démonstration elle-
méme west pas bicn difficile. Elle présente adssi un intérét historique
c'est la premiére formule donnant « comme limite d*une suite de nombres
rationnels. La formule de Viéte, antérieure de 70 ans, exigeait des extrac-
tions de racincs carrées. Fn contre-partie, clle convergeait bien plus vite

On pourra aussi méditer la beauté de certe formule :
simple qui converge vers un nambre si myst v
révéler bien des harmonies cachées..

roduit
& qui semble

Et justement, portons notre attention sur ke nombre &, que nous
avans introduit dans notre calcul

WS 2276y 30620 74381 61256 0T 8IS BV rms ee7as T0eT
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décimales exactes’” ! Soyons sérieux ! (comme disent, mais trop souvent,
nos hommes politiques).

La chose qu'on a pris I'habitude de désigner par la seiziéme ltire de
Palphabet grec n'a regu cette ériquetce qu'au dix-huitiéme siécle. Pour-
quoi pas avant ? Parce que celte chose n'est devenue un “nombre” gu’a
cetre époque. Fi ga s'est fail rés lentement . Faut essayer de comprendre
les mentalités différentes de la noire : “rapport” ce n'érai pas
“nombre” ; ou plus vigoureusement : “triple” ce n'est pas “trois”.

Cequil y a de plus ancien, appelons-le TECHNIQUE. Depuis long-
temps on sail construire des objets *'ronds™ (plus ow moins ronds, évi-
demment). Certains te diront que c’est, comme le rire, le propre de
I'Homme. Et les archéologues ont des tas dhistoires & raconter sur la
Rouc, le Tour du potier, les Colonnes et 1¢ reste.

Les métiers qui travaillent dans Ja rondeur ont toujours €1€ nom-

breux et variés ; toutes ces activités conduisent Lartiste, Partisan, Paschi-
tecte, eic. 4 se poser des questions comme :

e diamétre ayant tellc Jongueur, quelle cst la longucur du pécimé-
et
ou le contraire :

— pour tel périmetre, quel dismétre 7
et bien d'autres questions analogues pour les aires, les volumes et les
diverses dimensians des corps *ronds”.

Tustement : dans presque toutes les cultures qui ant laissé des traces
écrites, on trouve, en réponse & de telles questions, des régles, des recetes,
plus ob moins faciles 4 retenir et & uliliser. Ce e sont pas d’abord des
Fformules” {comme notre erés fameux *“pi-errc-deux”') mais plutot des
‘programmes de calcul, des algorithmes qu’on peut dire en langage ordi-
naire.

Depuis les papyrus égyptiens et les tabletics babyloniennes,
jusqusux modernes formulaires Watelier vl aux manvels scolaires,
Penquéte serait considérable (quarante siécles, comme dit I'auire). I ras
semblenent de ces (éniojgnages demanderait aussi beaucoup de tact, sur
tout si Pon veur “rraduire’ en langue d*aujourdhui

Quelques précautions, entre autres :

1) les systémes de numération : sait pour d
els, soit les fractions, soit encore les “opérateurs’
ec)

2) Lu précision : d'sbord comprendre gue la précision requise n'est
pas la e das les divers meiers. Pour chiague usage il y a une pr
sion suffisante, & choisir. C'est Uhistariette bien connue :

““Trois quatorze ? ou Trois quatorze Seize ? — Réponse : gu dépend
de 1a nature du métal 1

ner les entiers natu
(riple, quadruple,

155 91033 3006k 0569 Seed G6676 95634 91016 322 GuA TuSI3
56 333 Ws00 02683 9875 8ENSS 35073 7015 1958 99005 1912
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Lrerreur absolue est assez considérable mais comme elle porte sur des
nombres qui deviennent vite trés grands, Ierreur relarive reste modérée :
cette formule est trés urilisable dans Ia pratique, dautant plus qu’on ne
Iui demande pas une grande précision, mais un ordre de grandeur des
résultats. Cest du moins ce que dit le caleul pratique. Mais on peut aussi
Iuterpréter ces coustatations.

DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

En fuit, Ja découverte de Stirling va plus loin que ce que nous avons
exposé ici. Il m'a pas sulement rrouvé un équivalem de
S,=Logl | LogZ I ... | Logn, mais un développement asymproiigue.
Qvest-ce & dire ?

g7

Nous avons vu que lim(Log n! ~n(Logn 1)~ L-Logn)

Ceci revient & dire que on peut éerire
L
2
ot g() est une fonction telle que fim ¥in) = 0

Mais on aimerai bien savolr justement comment cetie Tonction tend

5 1 1 1
vers 0. Estelle de lordre de L, de L, o I,
ers 0. Estelle de ordre de -, de . o )

Tog

= nlogn—1) + L (logn + Log 20) + i)

' )
an L e
=

Par des procédés qu'il serait trop long de développer ici, an aboutit
vy ~ L, ee qui s'ecri
A9) ~ g, ce qui Séerit avssi

¥ = p o)

On o cosis e ps e custon ot A1) 1L
fonction dont tout ce que 'on sait, cest qu'elle lend vers 0 plus vile que
?

ntrowve gy — L~ - L
onwowe ¥m — L - L
Doii la formule de Stirling & I'ordre 3
1

gL el 1
Lognt = n(Logn— 1)+ Logn+Logy7+ L - by

tolh@
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Sachant qu’un pouce contient trente sis poils de la quene d’un cheval
moyen, la coudée ving! quace pouces, le parasange douze mille coudées,
Ia terre, enfin, huit mille parasanges de tour, on en déduit sans peine le
nombre de poils contenus dans I'énorme circonférence six cent mille fois
plus grosse que I Terre. Tl 'agit de I'épaisseur d'un poil, blen entendu !

On vérifie que ce nombre (67.2%.10") est compris entre la neuviéme et
la dixiéme puissance de soixante.

Notre auteur emploie de préférence la base soixante : il doit dons
obtenir dix places sexagésimales.

Al fin de son caleul, il peut en effer présenter, pour périmétre du
cercle dant le rayon est pris pour uniié, Iexpression suivante

6161 5911 2811 11¥ 34V §1V1 gg¥TT 14VIHE 57
Avec notre maniére d’écrire, cela équivaut & donner x avec seize déci-
males exactes.
La méthode u

Cr=2-
Les ¢, sont des cordes du cercle (doubles de ce que nous appelons main-
tenant'sinus). On part de ¢,= 1 (corde de soixante dearés du cercle de
rayon 1). On s'arréte & n=28 , aprés avoir conslaté que la différence
entee les périmétres des polygones inscrits et circonscrits est devenue asser
peite. Ce sont les polygones de
3.2 — 805 306 368 cdrés.
Comme Tavait montré, pour la premiére fois, Archimede, il suffit
done, pour pouvoir approximer la longueur du cerce (Ie nombre i), de
connitre un algorithme pour approximer s racines carrcs.

Dernier détail - conme’ Al-Kagli caléuie en sexagésimal, il contrdle
san calcul an moyen da ce qu'on peut appeler : la prouve par cinquante-
neuf.

LES PASSAGES ES
P BIBLIQUE

SENTIELS D'UNE LETTRE —
70U : “MEDITONS L’A-PEU-PRES

Dans un film, si tu vois un téléphone sur la table do Napoléon, tu
penses que c'est pour faire rire.
Mais si tu L ; **dans la Bible, pi est égal & trois* ? Les gens qui par-

lent de Phistoire ancienne de pi, il est rare qu'ils sachent évi
chronismes. J'ai lu cette énormité : **Archiméde a caloulé pi

453 19806 27135 5%k 62518 16043 42253 72996 ZGX STASS £2305
S0 F050% Jeuat Tacas caaee Geazk 72438 12008 24970 suia7 Teazd
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Restait Ie contenu : que dire sur 7 2 Jusqu'oi pouvait-on aller (a
derniére méthode de calcul a été publice en juin 1976) ? Fallatil s arréter
au piveau de la classe de terminale au isque de décevoir le lecteur
curioux 7

Inversement, en donnant toutes les démonstrations, ne risquait-on
pas de décourager par des formules incompréhensibles e leceur Iycéen de
bonne volonté 7

Nous avons essayé de concilier ces exigences contradictoires, en déve-
Toppant des parties historiques, en fournissant tantt des démonstrations
tani5t un il conducteur, quitte & renvoyer notre lecteur & un ouvrage tra-
tant compltement tel point de vue.

Plus de deux années séparent les premidres annonces de ce numéro
spécial = de son édition. Période peut-étre bien longue pour nos lecteurs
Iegitimement impatients, période bien courte pour rassembler une docu-
mentation sur ur suet aussi captivant el qui plus que tout autre a marqueé
vingt-<ing siécles d'histoire des mathématiques.

11 nous est agréable de remercier tous ceux qui ont répondu A notre
demande de contribution en nous fournissant documentation, références
bibliographiques, résultats numriques, lextes, ou qui nous ont éclairés de
Teurs remarques, suggestions, ... Ln particulier Mesdames et Messieurs
J.M. Becker, J. Brette, D. Carriot, J. Chaupin, H. Crépel, R, Cuculiére,
Deschamps, J.P. Devalance, Annelte Dorothéc, J.J. Dovay, P. Ducteux,
M. Dumont, Enrhert, L. Félix, Genuys, M. Glaymann, G. Th. Guilbaud,
1. Guilloud, J.C. Herz, M. Janet, . Kahn, G. Kreweras, Lalom,
P. Lasserre, I. Le Lionnais, G. Maheut, Merigot, M. Mignotte,
M. Milgram, A, Myx, M. Puisscgur, Y. Roussel, J. Sargent, B. Serlet,
E. Simian, A. Viricel.

Peut-on dire que le dossier *'x” st fermé pour Le Petit Archiméde 7
que cer ouvrage met un point final & nos travaux sur “Le nombre
@ Archiméde” (celui qui oulre-Rhin est appelé “nombre de Ludolph™) ?
Nous ne le pensons pas. Au contraire nous engageons nos lecteurs & n0us
erire ct 4 nous livre leurs eritiques, leurs suggestions ... dont nous tien-
drons compte pour de futres éditions de cet ouvrage.

PA
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I arrive, assez souvent, que I'approximation soit
entendue.

morée, ou sous-

Cest iei que on peut essayer de
MATHEMATIQUE.

Car il y a des cas oit 'on peut donner des formulations exactes.
Ainsi :

quadruple de Pairc du disque = circonférence par diamétre

aire hémisphérique = double du disque plan qui la ferme.

Mais i1y  des cas oi I'approximation est inéluctable : il faut avoir le
courage de fe dire. E le dire avec précision et sigueur | C'est le courage
mathématique : parler rigoureusement des 4 pen prés.

urer le TECHNIQUE et le

Le texte le plus ancien qui mérite vrainient la qualification * mathé-
matique”, en celte matiére, est le céléhre traité & Archiméde : Kuklow
Metresis (mesure du cercle). Ce texte trés court (cing ou six pages) pré-
sente trois morceaus  I¢ premicr démontre lu relation exacte entre le péri
métre, le rayon et Laire. Le troisieme démontre une relation &'approxi-
mation (avec une méthode, dont on voit bien quelle peut donner des
encudrements plus serrés si on lc désire, ce qui fut Tt par les suceesseurs).
La seconde partie est &rite, par cone, en style de technicien : cest ue
relation enire |'aire et le carré du rayon, qualifiée simplement de ' trés
peu prés”" (en grec : cngista). A cause ¢ ce changement dans lc niveau de
rigueur, certains critiques pensent que ce n’est pas le texte original qui
Rous est parvenu.

Lorsque, par Ja suite des siécles, on a voulu citer Archiméde, on a pu
le faire de deux facons

— soit avee toute la rigueur ; encadrements,

— Soit comme un résultar uiilisable : *3 ¢t 1/7", ou *22/7"".

Voici, par excenple ce que e s dans les Récréations mathématiques
Ozanan (édition de 1778, revie par Montucla) :
“Depuis le cemps &’ Archiméde, quand on ne recherche pas une grande
exactitude, on prend, pour le rapport du diamétre & la circonférence, ce
rapport de 1 3 3 et 1/7, ou de 74 22 ; eesl-d-dire, on triple le diamétre et
an'y ajoute un septiéme ; il n'y a méme plus que les plus grossiers des
usriers qui négligent cette septitme partie.” ol 1, p. 357)

Dews remarques

1) Notre auteur ne dit méme pas si le septiéme qu'il faut ajouter est
en défaut ou en excés (au contraire de son contemporain Clairaul qui
dans son petit trailé élémentaire de géométrie, dit bien : *I'approxima.
tion Ia plus simple qu’on ait Lrouvé est celle quon tient & Archimede : le
diamétre ayant sept parties, la circonférence est entre 21 et 22, plus pro-
che de 22 gue de 217,

4sT DEs3s 10357 26137 36403 UITS TN 104R3 K0TS AsuEe 30380
U5 Touse leTs 21673 71908 31105 €771 13us 3emy S3e38 81110
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NEWTON
(1642-1727)

Isaac Newton vient au monde le jour de Noel 1642 dans une humble
ferme de Woulsthorpe (Lincolushire). Son pére est mort depuis peu,
Penfant est chelif. A L'école, 4 Grantham, i se signale par son golll pour
la fabrication d'instruments divers — un cerf-volant porteur de lanternes
monte parfois prés de la ferme dans la nuil noire, premier OVNI 7

Veuve une secande fois, sa mére le rappelle prés delle, mais le man-
que dintérét pour la culture et les sollicilations de ses maires Ini font
quitter la famille pour I'Université de Cambridge (1660).

1L trouve un professeur qui deviendra son ami, Isaac Barrow. La
‘géométrie d’Buclide ct celle de Descartes Lui sont familiéres. 1 prend con-
tact avee le courant des mathématiques nouvellcs. Mais la Grande Peste
(1665-1666) ferme les portes de IUniversite. 1l retourne & Woolsthorpe
vivee prés de deux années cruciales pour 'histoire de Ja Science,

Dabord, viennent cing mémoires montrant le passage du fini &
Vinfinitésimal et le passage inverse, non plus comme cela avait é¢ ima-
giné par Archiméde, dans quelques cas particuliers, mais en toute généra-
lité

Laceélération du mouvement circulaire vue par Huygens plutdt par
ses effets de force centrifuge, Newton la rapporte & une cause, la force,
qui se craduit par un Gcart avec le mouvement rectiligne uniforme. (A tout
instant, la Lune tombe sur la Terre). Nous mesurons mal aujourdhu

191 93003 T06ss 3653 3000 Ja02) 66598 37553 30085 63208 22505
102 4825 GUTSe unz 85131 D757 11362 10A43 36382 33375 ases
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NEWTON ET LE NOMERE 7

On attribue généralement & Newton Ia méthode suivante, dont linté-
rél ext dCwiliser un résultat qu'il a donné, et de montrer un type de raison-
nement qui servica plusieurs fois dans & suite.

Newton a étendu Ja farmule du binome (1+y)* pour un exposant
rationnel a_ quelconque, et —1<y=1
R IR TR S N Te

z ® o

Oiyretits v

d(Are sin x)
ax

or

el X 13 1As. (epe1)
BT =

Vu les conditions données, on peut intégrer Lerme & terme.

el B LA ISR

A T 245 7 T2a6m il

. en remplagant x par

o plagant x par
L1113 11, 135 11
LU, 84 1 D
737 2asyE gt O

En wilisant les cing premicrs termes,
on obtient x = 3,141511.., Pincertitude est de §2.10-6.

En wlisant les six premiers rermes
onohrient = = 3,1415788.., I'

ertitude est de 14.10-6.

Voici mainenant la méthode récllement exposée daas le “Traité delu
‘méthode des Huxions et des Sries infinics”’.

Newtan calcule de deux fagons Paire d'un domaine, le demi-segment
de cercle ACD, dans le cercle de diamétre AB (AB — 1),

185 69222 10127 4RI 1AGSY I6NR0 23987 20705 Tessy Stues 206
186 92790 65212 7388 37781 22335 62823 0896 32030 68222 WewD1
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hardiesse de ces vues : les lois du mouvement des astres e Ciel est le
domaine de Dieu !) et celles du mouvement des corps sur la Terre seraient
de meme nature |

Pascal avait avancé Pidée d'une atiraction entre deux corps. Hooke
avair cherché & en préciser les modalités. 1 appartenait & Newton
@apporter coute la lumire sur le sujct. En 1667, il formulait pour lui-
‘mémela loi de I Attraction Universelle, Mais incertitude sur la valeur du
rayon terrestre empéchait les vérifications. Une mesure faite par Pastro-
nome Jean Picard en 1671, connue de fui I’année suivante, lui permit la
mise av point définilive de son travail. C'est en 1684 senlement qu'il
consentit a le publier, gréce & I'insistance et & l'appui financier de I'astro-
nome Halley.

L'activité de Newton ne s'est pas bornée au caleul différentiel et a la
anique rationnelle. 11 cherché, comme Képler of Descartes, & oblenic
des diopires parfaits ; il a taillé des lentilles et a vu I'importance de la dis-
‘persion dans les verres optigues. Si la construction d’un lélescape Pavail
Fait encrer & la Royal Society en 1671, il 'lllustra plutol par I'étude de la
décomposition de I lumiére blanche, étudiant expérimentalement pris-
mes, lentilles et lames minces.

En 1696, une dépression uerveuse, A laguelle e querelles d priorilé,
tant avec Leibniz qu‘avee looke, ne sont sans doute pas étrangéres, brisa
son élan créateur. 1.’année suivante, néanmoins, il résolvait en quelgues
heures un de ces problémes-aéfis courants & cette épogue : celui de la
courbe brachistochrone : “Flant donnés deux points A ¢t B d'un plan
vertical, quelle courbe doit suivre un point pesaat mobile sans frottement
pour alicr de A 4 B dans un temps minimum 2"

Newton est mort le 20 mars 1727,

On lui réserva des honneurs sans précédent : il fut inhumé
de Westninster.

PAbbuye

P d'hommes ont margué comme lui Phistoire de la Science et de Ja
Pansée.

Anecdote bien connue

Un adimirateur demandsit & Newton comment il avait pu trouver la
loi de I'Attraction Universelle.
Newton répondit : “En y pensant toujours .

13 6909 11303 15095 26179 17800 Z97NT 20766 $1479 39Uz 9028
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EULER (1707-1783)

Fils ainé d’un pasteur quelque peu versé dans les mathématiques (I
avait été Péléve de Tacques Bernoulli), Euler cst né & Bile en 1707
Soixante-seize ans plus Lard (un ge Fort avancé pour I'époquel il s"éteint
en laissant derritre lui une ceuvre considérable qui en fait sans doure le
plus grand mathématicien de son siccle.

Quon en juge : outre les deux volumes de son ““Introduction &
Panalyse infinitésimale” ses avuvres complites compartent 74 volumes
dont les 30 premiers traitent de mathématiques, les 32 suivants de mécani-
que et dastronomic, les 12 derniers de physiguc,

On comprend, dés lors, qu'une telle production couvre & peu prés
toutes les disciplines : il cst le premicr & exposer clairement fes lois de la
mécanique du point, définit les notions de moment. d'inertie d’un solide,
érablit les lois de I'hydrodynamique, précise I'étude des perturbations
entre Jupiter et Saturne, étudie le mouvement de la lune, Ta précession des
équinaxes

Mais revenons aux mathémariques.

Bicn quon lui reproche maintenant certaines libertes priscs avee la
rigueur, Euler est un défricheur infatigable qui s'intéresse, 1a aussi, & tous
les damaines.

En géométric intinitésimale ses ravaux portent sur Iétude locale de
Ia courbure des surfaces, sur les surfaces minimales (4 cause de Phydro-

199 223037 09060 19396 12287 14298 9us71 54357 saeaT G614 AusEl
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Aite secteur AOD — Aire triangle ODC

Dune part
1x1 111
3 - 1lla
solt 2314 744
x . 3
2 2
D
N
g o .
1-x
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Lei encore, I'intégration terme & terme est 1égitime

ilisant ces 4 termes donne
141690636 ... ;

Vincertitude est de 104
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que I'on trouve dans son *‘Introduction 3 I'analyse’ & coré de nombreux.
résultats sur la théorie des fonctions. Mais revenons 4 7.

Caleut de % L

[

ik
9716
Jacques Bernoulli avait montré que la série convergeail. Euler s'atiaque
alors au probléme et sa démarche est révélatrice de son imagination et de
son **manque de rigueur” (du moins dans optique actuelle).

Euler savait, par la théorie des équations algébriques, que la somme
des inverses des racines de
R R )

estégaled —ay .

1 parc alors du développement de sin x

o et

iz avait, e i, shrs s 141+

dnxmx- £ 2K
TR T
dont s deu membres s'annulent pour % = L. 121, +37 .. iledéve-
foppemen 1% = 1 — X% 4 Xt . annule pour les mémes valeurs
et en possnt x% =y on obtient
AL il Loal
tutsomtart

aui annule pour y = =2, 4z, 9%, et

T applique au développement infini ci-dessus, ce quil sait vrai pour
es polynomes et conclut 'donc”” que la somme des inverses des racines
vaut

don £
|

Par une méthode analoguc, mais en partant de cos x. il obtient

Ll
§ G T 3§

191131 MK W7se €193 £37MY 03029 20971 suss1 asko 70070
TP TI0 19237 15998 wiwss 23161 05070 29056 333 60137 sksed
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statique), sur les géodésiques d’une surface (plus court chemin d"un point
i un autre sur la surface). Bu géoméirie analyiique, créée moins d'un sié-
cle avant par Descartes et Fermat, i laisse une classification des coniques
et des quadriques {qu'on utilise encore 1), il étudie les branches infinies
des courbes algébriques d'ordre 3 ou 4.

Si on ajoute & ce bref survol qu'il 'est aussi oceupé de géoméirie
plane (le cercle des 9 poins enire antres chases), de ropologie (“les pants
de Konigsberg”, la formule d'Culer-Poincaré pour les polyédres ..., de
combinataire (dénombrement des triangulations d’un polygone, pro-
bléme du parcours du cavalicr ..) et de fogigue (diagrammes d'Euler
illustrant les syllogismes), on aura une idée plus précise de la fécondité
extraordinaire de ce

Pourtant, cest sans doute en aalyse i en rhéorie des nombres que
5a virtuosité est la plus impressionnante. Il n'est pas un novateur, il nie
crée pas d'ouils récllement nouveaux (sauf peut-dire en caleul des varia-
tions), mais il explaite systéuratiquement autes les voies ouverles par ses
prédécesseurs : développements en séric, caleul différentiel et intégral,
Rombres complexes, ctc.

Ainsi, 1a formule &’ Abraham De Moivre

(cos mx + i sin mx) = (eos x + i sin 9N

ainsi que les développements en séric de sin X ot cos X
snx—x- X 42X
LR T 7]
cosx=1- XX _x
a7 a e

e conduiseat & étendre la définition de Pexponentielle au domaine com-
plexc cn posant, pour Z.EC

7,7 7
ATt

lui permettant ainsi de décousir Ia relation qui e ¢ et les fanctions cir-
culaires : e = cos X — i sin X , qui donne, pour X,
1

formule remarquable qui permettra  Lindemann de déterminer la nature
dem,

Notons uu passaze que I'usage iéme du nom de ces constanies e, i, x
est également dii & Euler, de méme que celui de
[ 1
c= Jim 0+ L Ly
TR G e W

~ togm

191 35105 00901 20063 36013 02763 47670 RIDBY T3S0 11930 1412
132 23390 6635 30310 29uz 57863 05076 A3N00 3035 13634 3edie
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Euler généralise ces résultats quelque temps plus tard par unc voic
radicalement différente : I'étude des cordes vibrantes Pavait amené 3 défi-
mir les coefficients “‘de Fourier’” d'une fonction périodique de période T
Ve et
00 = T aediew avec ay -

1) € 35w dy
1l développe alors la fonction () = cos (2ax.Z) sur Fintervallc
x| < gl vient:

o Zsin (:2)
I 48
C

@on

etinnx

- rootg(az) = L+

Euler développe alors chague terme

2z
2
22 g zmeyg
Zow
et obtient Ia sric double
mootg rz) L L ox o2z imd
Z7

qui donne, en posant

et en inververtissant Pordre des sommes

resen = 1 =2 ¥ gz

ov encare
TZeow(xZ) =1 -2 T k). 2%
=
T35 3000 Terie 3013 57191 20542 Taszs
195 70850 Tasaz 78638 15793

85403 50367

7897 6974 22097 50395

usszn 6108
300 0373
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On voit de plus que 72 > 3,14035 > don et biea a fraction que

nous cherchons : I
5

N.B, Les lecteurs peuvent & juste litre s'inquiéter du caractére “miracu-
leux’” de cette solution. Pour y voir un peu plus clair, il faut recourir a la
théoric des fractions continues. On part dn fait que

1

T=3+
o
15+

1+
ce qui donne successivement comme valeurs approchécs de

3, 3+ 4 = 2 (vien connue des entants des écoles),

3 1
=35, 1 .
o6t T

(valeur remarquable

par sa forme, due 4 Adrien Métius), ctc.
Ces valeurs constituent ce que Pon appelle les réduires de
sont approchcs alternativement par défaut et par excis
33 3 .2 ¢ Fois
3< 38 <x <3 <2 et meilleurcs & chaque fois.
Les nombres 3, 7, 15, 1... qui interviennent dans la fraction continue
Sappellent les quotients. Tls permettent de calculer les réduites de la fagon

suivante  les deux premiéres réduites éant % a g et le troisiéme quo-

tiont éant 15, Ia troisiéme réduite sera :

15x22+3 _ 333 o qingi de suie.

TISxTH1 106
Chague réduite approchant  mieux que la précédente, on peut éerire

e3> 2 s gouy g 2 oM,
7 106

R
Notre nombre a est compris entre 3 et T
On a vu dans la solution précédente I'intérét qu'il y.avait 4 se placer
entre deux fractions & ct < telles que| 2 §] = —
e dous tractions 2 1 tells auel [ = —1

427 70255 03207 €9Due 30306 DS 16510 GATES 1960 DUUDE 4E2DG
33 53673 73473 16R08 Guise 45630 53008 SATA 16440 STAed 11563
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‘mais ce nombre K valable & tous les stades de la suite existe

vidence un nom-
quil accepte.

‘Wallis en trouve des encadrements qui mettent en
bre sous la forme d'un produit d’une infinité de facteurs,

,,,,,,,,, . ¢t Ia régle d’interpolation apparait.

2 242 2i+d 24

3
IS UL 243 A48 2s T

Or Paire du guart de cercle de ra

on | vécrivant 4,= T, il en
4

rsuie K= T =24, 0o la formulede Walls

Tout ceci « @€ [uit par Wallis par une intuition de la continuité des
expressions de I'algébre, qui remplaca dans la scicnce Ja continuité des
figures géometriques telles que les polygones éudiés par Archiméder).

Actuellement, sous Ia forme (D), les formules se déduisent, aprés
avair posé : x = ¢os ¢, du caleul de Tintégrale

sin " dp

) Pour une présentation moderne ces mthocs de Walls, voie e cons
maihEnatiien

D5 957301297 13139 13918 5603 W01 9205 95510 02263 53536
e Taie 19347 45338 59381 0332 9%her 36977 aM7 0217k 2181
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2 _

x| <

Nous cherchons un rationnel r = 2 tel que |r
a

i nous appelons I réel déinipar n - = 22 ., cete conds

o ar<r< B ot e e 3

2% 3141593 — 3,142857 = 3,140329. En tous cas, il est tcl que :
3,14 < o < 3,14033

Nous cherchons done une fraction - telle que 3,14 < £ < %‘
a q
soit 17 < B o 2 Certe recherchie va éure favorisée par une circons-
0 "
enee exceptionnelle
Nousavons |57 22| = 1059 — 1100 = 1. Or et une pro-
priété que nous laiserons démontrer & nos lecteurs :5i 2, b, ¢, , p,  sont
desenters > Otcsaue £ <P < 2 € = L aloeazore.
b a4 y

o avons done ST, Tout rationnel compris enre et 22,

T~
Sy
Charhons il en et i de it 7,1 I, s

15y
ST =
o:,% 178,98 et 7522 _ 179,143 > 179. Il y a un seul entier

3 :
compris entre STX15T ¢ X2 ooy 179,

; .
2 B " *

179 157, 2
Done 172 eyt 1a fraction la plus simple comprise entre 227 c¢ 2.
57 RUESPETE s0 7

425 52989 960U 1607 Gesus TI2s sENMS 57970 60293 16229 63520
828 16473 73000 J5eus SoUS) 33088 40337 43077 18NS 55130 90988
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Admettons avec Wallis que a loi qui apparait se prolonge Gl faudrail
une étude approfondic des cocfficients du bindme de Newson).

Mais notre suite de courbes s*éloigne du cercle, Wallis voit qu'l fau
drait *“insérer” des courbes entre les précédentes. Il introduit 'exposant
nul, des exposants fractionnaires ... el la suite des courbes (Tig. 19)

¥ = (-
0 y=GTEE oyl segment 4,0
O R

$oWTFy-(0 9 parabole 45~ 2

=GRy -

YT y= (-

c

Fg o

Mais comment fiire cette *inscrtion”” 4 laquelle Walls donne le non
adopé actucllemen. : “interpolation” 7 Sevls. les exposants k. eniers
ont donné des produits d'un nombre fini de facteurs ... de tels produits
vont servir pour des encadrements par valeurs approchées.

Jouant sur I4 parité de h dans v~ (yT—xh, Wallis introduit un
‘nombre inconnu qu'il désigne par un carré L et que nous allons noter K
el que

1 7es swe2z o1s e7T1s1 88190 97303
TSGR0 okear 13395 09730 9089 98198

1198 00437 33072 39610
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et le nombre o est tombé entre Ia 8éme et la 9éme, ¢'est-a-dire les deu du
milicu. Qu'en pensez-vous ?

i vous étes peu familier avec les fractions continues, reportez vous &
un ouvrage de Théorie des Nombres. Par excmple *Arithmétique et
Théorie des Nombres'* de Jean ltard (**Que sais-jc”, n® 1093).

Exte du "Pied Carré™ 2. IREM Paris-Notd » CSP » Aveaue Jean Diise Clémen: =
93430 Villstaneue.

LE TOMRI MEEDE

AU D'AR

Cest Cicéron qui le dit (Tuseul.5.23) : la sphére et le eylindse, com-
‘paraison de leurs surlaces el volumes, cela étail représenté sur la Lombe de
Viltusire syracusain.

Ce qui en reste dans nos écoles : des formules :
R, AR, 7R, 47RYI
Mais qui # encare besoin de géomeétric ?

Le statisticien bien sir, mais dans les espaces vectoriels 4 n_ dimen-
sions (et cest rarement n=2 ou 3).

Lcnsemble des points (5], Xz, -, %) Lels que

(=2 + bg—af ot sy
st une Boule.

ap = R

On peut avoir besoin de mesurer le volume (ou contenance) de cette.
Boule. La formule est simple (pour la mesure *“ordinaire™)

cont =GR
)

avec :m = moilié du nombre n des dimensions.

m)

est--dire 0.=2 dimensions, o retrouve bien
surface du disque = 7RZ

Pour n=1, c’cst un segment de longucur 2R, on doit done avoir

e (xRYY
& S

Pour m

w2 = L av,

31 05195 31052 23572 39739 S1280 TEIGE DS Sz T91e8 Tese2
U3 03303 10043 are0s 13693 7937 23393 33332 70030 82ees 9573
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FORMULE!

: WALLIS, STIRLIN

John Wallis, né & Ashford cn 1616, fut un esprit brillant porté & des
disciplines diverses. Oulre les mathématiques, i1 éludia la philologic, la
philosophie, [ théologie et soutint une thése de docrorat en médecine.

1 fut professens 3 Oxford aprés avoir ¢ éléve de Camibridge. Ou lui
doit nombre de découvertes mathématigues, mais son nom
resté attaché & la formule permettant e calculer = qu'il a présentée dans
son ouvrage Arithnierica infinitorum (L' Arithmétique des Infinis), publié
en 1635

Cette formule est I suivante

2.2.4.4. 2
T33s579. 2"

On prend autant de facteurs au numérateur qu'au dénominaeur
Evidemment, plus_grand est cc nombre de factcurs e meilleure est
Vapproximation, winsi qu’en témoigne Lc tableau suivant, dont Ies césul-
Lats ont &€ oblenus avec 9 chiffres décimaus arrondis, sur une HP29C.

1995165 S37a) sAesz 7337 99ses Vise2 See3 2298 27372 316
o B7EI1 4lsgs 7Y 3e3%e 33005 oAoaT 0681 2ie02 sTeus s2%67
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Crest toujours le tas de deux réduiles conséuutives, telles que
a3 3

et 22 Cemest pas le cas de 3 ‘mais entre

3o et 2. Ce et pas e cas de - et 33, mais entre

Win ikt thushnes o o e e it s ot ok
2x

fractions de Ia forme 2.

pour 0<k<15. C’est ce que Pon appelle

es fractions de meilfeure Rllpmxumman

. - .
onstosiowsemette [T 2| = [} 2]« retrsuie

34

toute fraction qui approche de m plus que S a un dénominateur
e

plus grand, d'od son nom.

s 14 fractons ehelonnent envre 2 e«

TP S 1D

T8 T 9
Le probléme st de placer o entre deux fractions conséeutives de ceire
liste. On constate que ‘5% et 272 sont fes deus racrons cherchées ce

157 .2
i donne la cé de Vénigme : puisque Pon a 57 < o < 112 < 2,
4 ® s 50 57 ¥

A

de deux choses 'une : ou bien o < 1 < 12 ctalors 237 < 2 < 179
= EE]
ce qui entraine q > 107, parce que |57 '8 = - 13 ou bien
A% <2 < 2 ialors q > 64 pour la méme raison
s 59 S 7
vest bien £ = 172 qui s e plus pesit dénominateur.
q 5

Bl o ol ek susogrile s holial o P encm

qui a le plus peit dénominateur ? And 50 on
Vous pouvez aussi remarquer un curieux phénoméne : nous avons
§ 5 i 3

dressé anelste des 16 fractions de meilleure approximation, de

429 ususs 03266 069K 20093 1777 65003 76070 46612 §4706 D21a5
30 73057 93770 96a08 JA2se 15207 14391 Aeke 23608 Iees 96
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dont Iexpression dépend de la parité de h .
On détermine encore La valeur de K par des encadremens.
Quelgues dares : John Wallis publia ses recherches sur  en 1655

date o son *‘ennemi”” Thomas Hobbes prérendait avoir résolu les problé-

mes de Ia quadrature du cercle el de la riscction de I'angle ! Mais Wallis
sentait les lacunes de sa dénonstration, Sur sa demande, son ami, Lord

Brauncker, reprit 1a recherche ; il oblint une expression nouvelle sous

forme d'une *fraction continue’” :

o

Newton (1642-1727) écudia l'ocuvre de Wallis duran P
et la compléta. En 1673, Leibniz obtient = sous forme de *'s
t A

n

P 1
o s

. L
47 T3S Ty

Lucienne FELIX

44 Voir Varicie consacré e st dans e prsent snrage

1727111 7236 3uIse 39uTs 22181 Bszee za0ms 14006 660

Vi B0 earcs uitew Tonss rure sassn 13333 daay ond
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P+ T

P

Nous ne savons pas conclure bien que e soit d’apparence plus simple
que paur le cercle.

Utsons ds bandes parais O, osjours e -
=B
done 4 o= L |ji-Lisp-Zig 4o @D
0 W ot ,,x

LA DEMARCHE DE WALLIS

John Wallis (1616-1703) tient dans I'histoire des sciences au XVII¢
sidcle une place importante, surtout parce qu'il contribue au transferc en
Grande-Bretagne de la prééminence scientifique dont avait joui Plialic
(avec Galilée (1584-1642), Cavalieri (1598-1647) _..) puis la France avec
Viéte (1540-1603), avec Descartes (1596-1630) ct surtout Fermat (1601-
1660), Roberval (1602-1675) et Pascal (1623.1662) auxquels nous joi-
gnons le Hollandais Huygens (1629-1695). Aprés Iére de Newton
(16421727), Ie prééminence retournera sur le continent avec Leibaiz
(1646-1716), Tes Bernonlli, Faler, efc.

A 'époque troublée de la guerre civile (1642), suivie de la restaura-
tion des Stuart, palitique, théologie, sciences interféraient. Chapelain des
“tétes rondes™?, Wallis cut le courage de protester contre Pexéeution de
Charles 1, < qui lui valut, aprs la restauration, de conserver sa charge
de professeur & Oxford.

11 éait fait connaitre comme mathématicien en 1642 e décryptant
a correspondance diplomarique étrangére, comme I'avait it Viete en
1590. Fondateur avec son colléeue Wren (géométre, astronome, archi-
tecte cité avee éloge par Pascal) de la Royal Socicty, avee sa presligieuse
publication **Philosophical Transactions”, il réorganisa les archives
scientiliques détruites par Nincendie de Londres, publia pour ses compa-
riotes les grandes wuvres dassiques de Pantiquité, celles des Arabes du
XL siécle ainsi que les travaux de ses précédesseurs. Ces ceuvies, ainsi
que celles de Wallis Ini-méme, furent les sources oil puisa le génic du
Jeune Newton,

121900 21223 59337 16231 J0171 T4ARD 6809 03690 5uA93 4auDD
13 AT 20754 asreD 2321 50525 0381 3707 BG6A0 38183 38510
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sors:p = tim P e

6

2p

La démonstrarion de 1) est asser longue et dépasse le cadre de e
volume. Le lecteur curieux a trouvera dans *“The Art of computer pro-
eramming”. D. Knuth - T.2 - Ex. 10 p. 314 et p. 523.

Supposons done que p existe : c'est la probabilité pour que deux
entiers a ¢t b aient un plus grand diviscur gal & 1. Quelle est alors la
probubilité p, pour que peed (a, b) = k7

11 faut d’abord que a soit multiple de k, événement dont la probati-
lité st % T fuut wwssi, indépendamment, que b soic wussi ua multiple

de X, événement de probabilité . T faut enfin que - et sofent pre-

miers entre eux, événement de probabilité p, d'aprés notre hypothise.

1.1
Onadoncpy = - X — X P
Kk
Faisons maintenant varier k de 14 I'infini on obtient :
1= 2 ™ dro le résultat.
TR 6

On montrerait de la méme manire que i a e b sont impairs, alors

Pinp = ouencore Ia probabilité que s entiers soient rlativement pre-

ok

s
W

—y

fo

RATIONNELS VOISINS DE T

Par

les rationnels  tels que |r—7| < 1. quel est cel

qui a le plus petit dénominateur ?

Rappelons que 7 = 3,141593 et 3,142657

423 18102 b5z 00BS BO0RT $11ST TIMT 19178 1TTEY 1TIN0 Taess
G20 U738 DRDRS 033 TMIT 99012 72867 72530 W2 51378 TMET
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ation éometrique s magnaires. 1l st I premier nommé dans a lise
et syt Gudraent 6 Tonetions SIipuaues (. J. Dieudomné,
Nivdad hisore dos Math )

Eelipst para sloir de Newion, I om e Wal reste staché e
formule et & un type d’intégrales. On sait moins qu'il selforga de faire
adopter un symbolisme universel pour les sciences ; il nous en reste le
signe % de multiplication, les signes < et > d'inégalité (dont le dessin a
peu varié), la notation nk pour le nombre de combinaisons (devenu
©X puls (1) et surout e sgne @ de Pintn

Tenrons de suivre & la trace cet illusice précurseur.

Nous avons obtenu ce que nous savons écrire pour tout caticr k, 1
tendant vers Piafini

Sprockp Bl S il

A TR R T

et 1a formule du *binome de Newon™ pour K enier
o = 1 K ey KD

i i3

Comme les ordonnées considérées sont comprises entre 0 et 1, nous
obtenons des aires décroissantes.

Fei
375

111 we11o sessa @sais 3muad Sessd dasa) GIIS 2330 28308 71123
132 2W70 32125 07912 s29us 32235 3383 83833 58201 67456 27010
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dans les irrationnelles algcbriques, ¢'est-a-dire qu'il ne peuc ére racine
une équation algébrique d’un nombre fini de termes dant les coefl
cients sont cationnels : mais il parait trés difficile de démontrer rigoureu
sement cette propriéré”

11 abordait ainsi a question clé : “Quelle est I place de x parmi les
nombres 27 Ia lroisiéme période commengail

TROISIEME PERIODE : LA TRANSCENDANCE

Le premicr pas sur catte voie est effectué par J.11. Lamibert (1728
1777), mathématicien helvétique. 11 publia en 1766 **Savoir préliminaire
pour ceux qui cherchent I quadrature du cercle”, puis e 1768 “Mémoire
sur quelques propriéiés remarguablis des quantités transcendantes
Inires et logarithuniques”.

Al'aide du développement dela fonction tg x en fraction continue,
il démontre le théorbme suivant :

Si x#0 est rationnel, alors g est ircationoel.

Or. tg & = 1 est rationnel, done & st irrationnel.

De fagon similaire, et & Paide du dévcloppement de L

&1
prouve également Lirsationalicé de ¢ , ce que savait Euler et que Fourier
confirme par des methodes Aémentaires

Au passage, ¢ 4 litre d'anecdote, signalons qu'en 1775 I'Académie
des Sciences diide de rejeler sysénatiquement toutes les communica-
tions concecnant la quadrature du cercle, ainsi d'ailleurs que celles sur le
mouvenent perpétuel. Cela ne décanrage pas les amateurs naifs et méme.
aujourd’hui nous recevons au Palais de la Découverte une ou deux *‘cons
tructions” par an. Passans !

En 1794, Legendre, dans ses *“Fléments de géoméirie’, montre, tou-
jours en exploitant L méme veine, que = est ézalement irrationnel. Ni
ni 7 e sont done solutions d'une équation du premier degré 4 coeff
cients entiers, et, on I'a v, Legendre les soupgonne de nétre solutions
dPuucune équaricn de ce type et de dearé quelcongue.

Avant de poursuivre, revenvis wn instant & la géomérie. Oulre It
probléme de la quadrature du cercle, les Cirees avajent légué  leurs sut
cesseurs deux autres problemes de construction 4 I'aide de la régle et du
campas : a duplication du cube et Ia trisection de I'angle. Le premier, qui
cansiste & construire un cube dont le volume est le dauble de celui d’un

313116 sxuce 201 75835 Diew BDsEs w3311 Semia TSI 75356
32 B 026 sarsI Tas2s SIATR 41757 A4126 50377 37275 300
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Malgré 1a partialité de Wallis pour ses compatriotes, il sut reconni-
tre la valeur e Leibniz, rival de Newton.

Ce qui caraerérise I'école anglaise sous 'impulsion de Wallis, c'est la
hardiesse de novateurs plus Lentés par Pinvestigation de méthodes nouvel-
les que par la rigueur des démonstrations. C'était I'époque des rands
défis ancés entre savans et Wallis ¥ intervient avee violence.

Contre Thomas Habbes (1588-1679), sans iuger les doctrines théolo-
giques ex politiques qui conduisirent le vieux savant au pied du bilcher en
1660, il est certain que celui qui proclamait avoir résolu la quadrature du
cercfe ne pouvait rivaliser en mathématique avec Wallis. Celui-ci montra
les erreurs de Hobbes, mas il Faut se souvenir qu'a Iépoque Iimpossibi-
lité d'une solution algcbrique méuait pas démontrée,

Contre Fermat, au contraire, Wallis se monira incapable, comme.
presque tous les coniemporains, de comprendre Ja vraic nature de a nou-
velle *'théorie des nombres” de Tillustre loulousain. Mais dans la célébre
dispute de 1638 avec Pascal, il y eut injustice el inconipréhension récipro-
que. On ¥ voit combien les bases de la nouvelle “analyse des infiniment
petits” éraient pev claires. Ainsi, en décenibre 1658, au sujet des “lignes
courbes”, Pascal, voulant trancher entre des résultats contradictoires de
divers savants (y compris Hobbes), " pour que Ja chose put érre désormais
ferme et sans dispute”, décida de ne suivre “ni | méfhode des mouve-
ments, ni clle des indivisibles”’, mais “cclle des anciens”’, Cest i-dire
celle o Archimede, Cest celle que venait dutliser Guldin' (1577-1643)
‘pour la détermination des centres de graviré des fignes et surfuces de révo-
lution. Notons que Pascal annonce qu'il I'utilise "en supposant la qua-
drature du cercle quand il le faut””.

Lorsque Walls congoit Panalyse, non plus comme basée sur Ia géo-
mitric, mais comme traduisant une continuité dans un ensemble de forc
tions, quand il tilse des “produits infinis” et des “séries”” & une époque
i aucune étude sérieuse de la convergence n’était concevable, i s'aventu-
rait dans les voies de I'avenir avec une intuition et une imagination remar-
aquables
Signalons qu’en dehors de travaux de théologie et de grammai
participa 4 I'éde de I phonétique qui le conduisit 4 Paconstique des
harmoniques. Il soutint la doctrine de la circulation de William Harvey
(1578-1657). L'astronomie lui {it étudier la géométrie sphériaue et Ia pra-
jection stéréographique avee sa conservation des angles. En mécanique, il
consoit le principe e Ia conservation de Ia *quantité de mouvement”’ qui
sera repris par Newton. Les tailés darithmétique et dalgébre innovent
en ce qui concerne Ia résolution approchée d'équations et seront utilsés
par Newton, comme Buler développera son étude de I'équation indéter-
minée ax +by—c en nombres entiers. Wallis entrevoil auss la représen-
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La encore, on ignore par quelles méthodes ce résultat a été acquis.
Toutefois, notons que les Babyloniens et les Egyptiens admetcent implici-
tement ce que les Grees démontreront ultéricurement : Paire du cercle et
celle du carré circonscrit sont proportionnellcs. lei finit 1 préhistoire
dow

cewx-ci utilisaient la valeur + = 3 ~

L'histoice, d'aprés Plutarque (De exilio), commence avec Anaxagore
de Clazomene (500-428 avant J.-C.) qui, durant un séjour en prison pour
impiété, se serait occupé de la quadrature du cercle. On ne posséde pas
dautres indications, si bien que le premier travail sérieux sur la question
peut étre, quoiqu'indircctement, aitribué & Hippias 'Elis qui, en —420,
invente une courbe appelée Lriscetrice. Cette courbe avail pous but initial
de résoudre le probléme de Ia division d’un angle en un nombre quelcon-
que d'angles cgaux. Voici le principe de construction

Considérans I'arc
de cercle AB, un point
Csc déplagant & vitesse
constante de B en O, el
D se déplasant égale-
ment & vitesse constante
sur Varc AR, de facon &
aticindre I point A
lorsque C atecint_le
point O. La trisectrice
est le fieu du point
interseciion K de OD
el de 2, paralléle d OA,
passant par C-

Paur diviser un angle quelconque f en trois parties égeles par exem
ple, il suffit de diviser le segment OC en trois seements égaux, ce qui peut
se faire & Paide de la régle, du compas et du théoréme de Thalés. On peut
de la méme fagon diviser Pangle 4 cn un nombre quelconque d’angles
égaux, Quel rapport avec la quadrature du cerele, direz-vous 7 C'est
Dinostrate qui le révéla quelque Lemps plus tard : Ie segment OP a pour
Tongueur 2 OA/x. OF, 5i 'on connait O, on peut construie un segment
de lomgueur v e ar conséquent tésondre la quadrature. Malheurense-
ment, le point P e peut pas étre décerminé & Laide de la régle, du compas
et d'un mombre fini d'étapes
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T3 B0aN J0rT CR92 VTS 29917 67823 suers miaws Teesw (3132





index-129_1.jpg
125

Alors b

est done du méme signe que a,/b; et de module inférieur & 1, Mais un
raisonnement analogue montre que
& B 4

B+ B By

est du signe de s, /by et de module inféricur a 1

)

On peut conclure ainsi que x est du signe de ! et que [x < I

x| = 1, on démontre sans difficulté que le développement de x
est d'un type trds particulicr ... que I'on a peu e chances de rencontrer
dans la nature.

Si Ix| < 1, supposons que x soit rationnel :

B o _B : Aay-Bb, _ C
x e soil [

py vérifie les mémes hypothéses que x = [py| < 1 soit €| < [B]
et I'on construit sinsi une suite infinie de ractions dont les numérateurs
sont des entiers de module strictement décroissant. Cette absurdité mon-
Lre que X est nécessairement irrationnel.

b — Létape suivante consiste & chercher un développement de tg x
en fraction continue généralisée, vérifiant les conditions du lemme :

5
S " e x
X Cosx ~ =
T

200 1080 85085 26157 22025 T6A20 16 50308 66277 50450 03126
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d — Le lemme montre alors que tg x est irrationnelle pour toute
valcur rationnele de x (différente de 0). Or tg T = 1 done a/4 est
ircationnel
Remarques

1. Le lectenr curieux pourra trouver dans [LEB] tous les détails de la

démonstration et en particulier les vérifications nécessaires mais laboricu-
ses de P'étape c.

2. On vérifie immédiatement que le développement de tg x n'est pas
du type particulier exclu dans la démonstration du lemime.

3. On évitera le raisonnement suivan

W a
— Draprés le lemme, x = ! <] avec [ai| < b
p bR, I3 < Ibi
implique [x| < 1
—
—arepan, - L ¥ ¥
Lkl 1T-3=73 =
Conclusion : pour u| < I on trouve [tg u| = I . La situation

semb alors pasadorale si - < u < 1. Nous laissons au lecteur le oin
de voir oi s'est glissée I'erreur .

6. Le théoréme de Legendre : 77 est irrationnel

Cest une conséquence immédiate du développement de tg x appliqué
am:

wr

done Ia fraction 1

nécessairement
3-

-7 -

e qui démontre, en vertu du lemme, que = est irrationnel.

27 27780 ue2IE 21670 11910 62638 396s0 §7181 37795 678 48239
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x

On pose tex = Ep wee
By o o] R
£ (-on-r el .
el i
ot Ay = 725
On construit ainsi un développement
Ex ol
.
e

et V'on pourrait vérifier par récurrence que :

2= 2%-1
Stz @) Gusd) ., @n2k)
A= O @n + 2%k + 1)1
e B2 en )
s @n + 2%k — 1)}
On obtient (calin 1) a représentation
BX=T_3-5-7-

¢ — La derniére étape consiste 4 vérifier que cette [raction continue
converge effectivement vers tg x. Il suffic de calculer les premiéres rédui-
tes et de découvrir leur lai de formation

Soient Ry — ™ (n €N) les réduites du développement ; Py et Qp

sont les polynomes dont il faut démontrer qu'ils convergent uniforme-
ment vers sin x ct cos x respectivement. Les réduites Ry(x) convergent
alors uniformément vers L X dans lout compact ois tg x est bornée.
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Enfin, le lecteur amareur de réeréations mathématiques et d'analyse
p-adique appréciera cet énoncé de N. Koblicz (p-adic numbers, pradic
analysis and Zetafunctions) :

Find the fallacy in the following 100-g00d-to-he-true proof of the
irrationality of 7 :

Suppose  — a/b ; let p # 2 be a prime not dividing a. Then

0= Sinpbe) = Sinoa) = ¥ ( 1(a ! /20 + D! = patmod p)
Which is absurdl.

Eclise ce Lune du 24 vin 1964 Jotogeaphie par Pautsur 3 23 h 25 mn (U1}

201 Guse asser EsEYs 411z 82140 75330 26551 00424 T0apd 67635
202 53333 29020 36703 0uas? 11313 03034 5433 w21 82676 giato
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Reésultats pour 0<7:
n=0 1 2 3 4 s 6 7

243 32 325 34T B9 A2

Justitication résumée :

Les nombres ¢, sont connus depuis Euler : ¢, est, entre autres défini
tions passibles, 1a' valeur prise pour z=0 par la dérivée n-iéme de
102 — ). ésiné André a reconau en 1879 que ¢, comptait aussi
ce que L'on a appelé depuis les permutations *"up-down”” des entiers de 14
1 (le mox up-down signifie que les n 1 différences successives de deux
termes consécurifs de la permutation sont alternativement positive, puis
négative, puis positive, etc.) ; par exemple ¢,~ 5, et I'on a en efizt 5 per-
mutations “up-down’” de {1,2,3,4}, qui sont ©

BM um e 23 MR

Cest, semble-til, Entringer qui a éé le premicr (cn 1966) & cons-
truire le tableau numérique ci-dessus, lequel résule de Ia répartition des.
permutations up-dovin suivant les valeurs de leur premier terme.

Tout cela peut sembler un peu “magique’” & nos lecteurs lycéens. Ils

découvriron plus tard que 3-et — - sont les deux singularités de plus

petit module de £(z), donc que Ia séric entitre ¢, % a précisément T

2
pour rayon de convergence ; ce qui explique pourquoi 3-cst bien la limite
du rapport des coefficients de 27 et de 20+,

G. KREWERAS

T ET LES DICAUX

G nest pas tous les jours quon ouvre un dictionnaire franais pour
¥ chercher ke mot “PI”. I’si eu celle curiosité : une bibliolhéque, une
douzaine de dictionnaires & portée de la main, un peu de temps, voild qui
suffil pour commencer. s 4 mesure le journal de mes réflexions.

Petit Larousse illustré
Pi, . Lettre de Ualphabet prec (v) correspondant au p . Math.:
symbole représentant le rapport constant du périmétre d'un cercle &
son diamétre, soit, approximativement : 3,1416

435 67971 72698 23936 0702 ADGI0 ATIER 66059 12527 UEITA a0S3
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W = 2244, Qm) Qm
«” 1335 .@m-hem=D |

1,333 333 333

1422222222
1,462 857 143
1,486 077 098

1,501 087 978
511585 097
T is9sesis

1,525 204 999

1,530 017 274

533 851 904

1758 479 |

30 1,557 947 140
w0 | 1,561 130 158
50 1,563 039 443
100 1,566 893 739

Tableau 1 : Formule de Wallis

Ruppelons que . = 1,870 796 327.
2

On voit que certe formule est peu precise : on e ”étonners pas de ce
que sa découverte n'ait produit aucun progrés notable dans Ic caleul prati-
que du nombre 7.

B WCu TGk 9199 S0sus T3 56269 1043 03778 1966e 1933n
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On pourrait bien sir construire beaucoup de développements de r cn
fractions continues génécalisécs ; 1 fraction de Brouncker en est un exen

ple. Voici encore une expression trés simple :
Ty 1
2 1+
e L
[T

P S
T+

. Mais ces fractions convergent trés lentement et sont done incfficac
pour calculer ¥ ou pour en donner des approximations rationnelles, Le
seul développement efficace en ceite matiére est la fraction continue régu-
liére w = [3,7,15,1,292,1,...] dont nous avons déja djt que ia loi de for-
mation était malhieureusement inconnue ...

Le lecteur intéressé par les fractions continues trouvera quelques cha-
pitres (ou quelques mots) sur cetie question daus [HAR] (les propriétés
élémentaires des fractions continues y sont exposées de fagon claire) ou
dans [ITAI, [CAS], [LEG] (ouvrage qui contient d’abondantes propri
et applicaions), [VORI, [LUCI, [DURI, [KNUI, [DAVI, [WALI

ANNEXE!

Lirrationalité de = démontrée par Lambert et exposée au paragra-
phe § ost assez laboricuse. On en connait aujourd’hui des démonstrations
infiniment_plus simples. Voici par exemple la méthode proposée par
G. Cagnac, E. Ramis et 1. Commeau dans leur cours de mathématiques
spéciales,

Laetb désignant des entiers naturels, démontrer que le polyndime

P = & x0 (bx—ay et ses dérivées successives prennent des valeurs

entiéres aux points 0 e a/b

Conclure.

239 8733 19609 s3611 B15S8 15973 60629 30603 01017 12158 sS2T2
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On peut continuer ; pour =3, on aura
@1 = a0/

(formule générale (x+ 1!/ x! — x+ 1)

done :

s 1, . ey e
2127 3

Exercice - les , éan distribués avec probabiliié uniforme sur un
intervalle donné, caluler [a probabilité pour que ks somme des carrés des
X soll inférieure & < .

THEOPHRASTE

UN MODE DE CALCUL SIMPLE DE 7,
TIRE D'UN PROBLEME, ENUMERATIF

Il ne s'agit dans ce qui suit que d’une remarque qui ne prétend oi &
uae grande originalité, ni 4 une efficacité véritable : elle vise seuleiment &
mettre en évidence la possibilité d’approcher 7 assez rapidement 3 Paide
dun caleul qui ne comporte que des additions dentiers positifs (sans
aucune soustraction), suivies ’une seule multiplication et d'une seule
division finalcs.

Méthode :

1) Former le criangle des entiers c(n,K), (0=ik =n), dans lequel ch:
cun des entiers c{n,k) cst la somme des k derniers terms de la ligne n—1 =

I - P P
T
.

‘qui donne une valeur approchée de 7 (par défautsi n st pair, par excés
Si 0 est impain).

W3y 7273 75667 61552 71139 22588 05520 1988 76201 14163 0O%uE
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Quand nous avons décidé de réaliser un numéro hors série de PA,
consacré & ., notre but éait simple :

Comment montrer que la mathématique est une science vivante et
diversifiée ; comment montrer qu’un méme probléme peut éire abordé de
bien des facons ; comment montrer que ccs méthodes d’attaque dépen-
dent de Pépoque, des notations utilisées, des problemes voisins 7

1) fallait donc trouver un sujet qui soit accessible & Lous (au moins au
début), qui ait exerceé la sagacité des mathématiciens pendant Ia période la
plus longue possible, ct qui soif suscepiible d'éveiller (et de maintenir
évcillée 1) la curiosité du lecteur.

De tels sujets ne sont pas si fréquents et peuvent se compter sur les
doigts de la main (ou des deux) : [a recherche de la répartition des noni-
bres premicrs, Pétude des polyédres (régulicrs ou non), cerfains proble-
mes de constructions géomélriques en sont des exemples, on pourrait en
ajouter quelques autres et eafin e joyau : 7, e les problémes yui 8y atta-
chent. Pourquoi le joyau 7 Tout dabord parce que son histoire dure
depus prés de irois mille ans, mais aussi parce que les méthodes
employées tauchent aussi bien & la géoméirie élémentaire_qu'a Palgébre
oul'analyse. Si 'on ajoutc que x apparait aux endroits oit on Vattend le
moins et que I plupart des grands mathématiciens 'y sont intéressés, on
comprendra aisément que ke chui ful Tacile & e,

T et 26535 #9791 23S 2a33 43279 S00M8 19T 69339 11510
I a3 TiSur 5930 Tatsi Dsds a9 Aoe) Mez aen T0as
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Uy a des yens qui dunsent sans
extrer en transe et il y en a d'autres
qui entrent en transe sans danser. Ce
Dphénoméne s'appelte la Transcen-
dance et dans nos régions il est fort
apprécié.”

Prévart (Spectacle)

NOMBRES DE LIOUVILLE

Durant oute sa carriére scientifique, Liousille (1809-1882) déploya
une activité intense. Il sort de I’Ecole Polytechnique en 1827. A 31 ans, il
entre &' Académic des Sciences, dans la section d’astronomie. 1l fut 1'un
des meilleurs professeurs de son époque, il enscigna a Polytechnique et au
Coliége de France. En 1836, Liouville Tonda I Journal de muthémutiques
‘pures et appliquées, analogue du Journal fiir die reine und angewandte
Mathemarik fondé en 1826 par Crelle ; pour distinguet ces deux journiaux
on prit I'habitude de les appeler respectivement Journal de Liousille et
Journal de Crelle, tous deux demenrent encore au premier rang des pério-
diques mathématiques européens.

Liowsille fit beaucoup pour la diffusion des idées mathématiques de
son temps et pour faire connaitre de jeunes mathématiciens de grand ave-
nir tels que Charles Hermite et Camille Jordan. En 1346, quatorze ans
aprés la mort d'Evariste Galois, Liouville fit_ publier Pensemble de
T'eeuvre de celui-i et ce n'est qu'a cette date gue les idécs dc Galos furent
connues.

Les travaux de Liowsille sont nombreux. Il publia d’importants
mémoires sur les squations différentielles. Une grande partie de son
uvre est consacrée a |'arithmétique. En plus de son célébre théoréme de
1844 sur I'approximation des nombres algébriques, il démontra en 1859
que lout catier naturel est égal & la somme d'un nombre niformément
borné (au plus 53) de puissances quatriémes dentiers. Liouile est conau
en analyse pour son théoreme sur les fonctions d’une variable complexe
qui dit qu'une fonction entiére de 2 bornée dans cout le plan est nécessai-
rement constante.
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Deuiéme témoin

Grand Larousse de la Langue Francaise en sept volumes, tome cin-
quiéme, 1976, page 4267
Di (pi) n.m. (gr. pi, n. de la 16° lelure de 'alphabet]
sens 1 ; sens 2 : (nitiale du gr. periphereia, circol
Littré

869. Littré au
ence) 1869,

1.— Seiziéme lettre de 'alphabet grec, correspondant au p fran-
gais.
2.— Symbole représenté par cetie lettre et utilisé en mathématiques
pour désigner le rapport constant qui existe entre la longueur d'une
circonférence et son diamétre, soit approximativement 3,1416.
Létymologic est douteuse : pourquoi periphereia plutst que perimeiros.
Les mathématiciens anglais, puis Euler, qui ont lancs Uemplai de cetce let-
re, pensaient peut-étre plutot *‘périmétre’”
Ne quittons pas a maison Larousse : un coup dcsil sur :

Grand Larousse encyclopédique en dix volumes, tome huitieme, 1963,

page 460

Vabrége, car il y en a une colonne et demie ; en particulier, laissons de
la patie encyclopédique notée ENCYC. et gardons seulement la par-

tic lexicographigue comparable aux précédentes :

—math. Lettre abréviative du mot erec periphereia
(circonférence), signe qui a é1¢ adopté pour représenter le rapport
constant qui cxiste entre la longueur d’une circonférence et son dia
métre : ex. *'li longueur de la circonférence est égale 4 27R, Laire
du cercle & 7RE, Ia surface de la sphére a 47R?, le volume de la
sphére & 4/37R1"

Comme au précédent, je note la subtile nuance : la circonférence a une

longueur, mais le diamétre st une longueur.

Pour nos dictionnaires, Pi cst Loujours *“un rapport”, il west pas
encore devenu un “nombre’ : fidelité aux vieilles traditions, Le caractére
un pen suranné de ces textes novs invite & rendre visie an grand ancétre

Grand Dictionnaire universel du XIXéme si
tome 12, 1874, page 927 :
PL, S.M. (pi) Gram. gr. Nom de la seiziéme letire de Palphabet
grec, qui répond & nowre P. Signe numérique indiquant le seiziéme
rang.
— Géom. Signe abréviatil de peripherela (circonférence) qui a é1é
adopté pour représenter le rapport connu du diamétre 4 fa circonfé-

de, par Pierre Lurousse,

41 7312 05120 1879 29791 S50 @SEN ATISY T98S) T9ST3 223w
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Pour qu'une éclipse se reproduise dans les mémes conditions, il faut
il s'écoule un nombre entier de Junaisons (9 et un nombre enter de
révolutions draconitiques (d).

2=29,53059 . jours

d = 2721222 . jours
Rechercher la périodicité éventuelle du phénomene revient done
trouver des entiers o ct § tls que al = S soit & £ ctridee serade

développer /d en fraction contiave.
On trouve
213 3% 51 242 T

1230 a7 23 e

La réduite 242/223 permet d*éerire 242 d = 223 et correspond &
‘une période de 18.ans et 11 jours appelée Saros, qui raméne presque par-
faitement la méme éclipse. La valeur exacte du Saros est 6 585 jours et
8 heurcs. Pendant ces 8 heures, la Terre fuit 13 de tour et les éclipses de
Soleil ne sont done pas observables au méme endroit dun Saros 4 Iautre,
Michel DUMONT

31007 35477 05190 15968 07720 0974 69613 43603 28614 8asu
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i pris Iédition de 1962, parce qu'elle éait I3 ; je serais cutieux de
savoir si e texte de I'article a toujours été le méme. Je me demande com-
ment le lecteur comprendra le qualificatif de “‘constant”.

Nouveau Larousse dlémentaire, édition 1967

pi, n.m. Seiziéme letire de P'alphabet grec (x) correspondant @ p
Signe représentant le rapport du périmétre du cercle & son diamétre,
Soil approximativenen 3,1416.

Dans une beaucoup plus vieille édition (si vieille que les premiéres pages
ont disparu, el que je ne peux dire la date 2 on 5it :

Signe abréviatif représentant ... Signe, syoshole 7

du_frangais contemporain, par Dubois e, chez
Larousse, 1966, <t le méme, sans doure abrégé : pour I'enseigne-
ment du francais (1971)
ity arien.

Mais quand on y pense : c'est vrai, “pi” 1'est pas un “‘mot francais’

Cest quand méme peat-2tre un mot frangais, car :

LEXIS, dictionnaire de la lingue frangaise, Parls, Larousse, 1975,
page 1333 1

PL(pi), n.m. (ol grec (ranscrit vers 1800)

1.— Lettre de Ialphaber grec () dérivé du signe phénicien appelé

e, et norant une occlusive labiale sourde, équivalente au p fran-

2.— Signe numérique des Grecs valan 80 avec I'acsent supérieur &

Groite () et 80000 avec I'accent infiricur & gauche ()

3.— Signe numérique des Grees indiquant e seiziéme rang.

4.— Math. Symbole représentant le rapport constant du périmétre

d'un cercle 4 son diametre, soit approximativement 3,1416.
Paursis aimé qu'on dise : les Anciens Grecs, ou auelue chose comune
el & propos de ces “signes numériques”® (pourquoi ne pas dire *'chif-
fres” 7). Ici encore, il y a des signes et il ¥ a des symboles (i °ai le temps
je chercherai ces mots dans le dictionnaire).

Petite remarque : un dictionmaire de langue peat donner une valeur
décimale approchée du nombre célébre. Clest un grand honneur, et il ne
doit pas y;en avoir beaucoup d’analogues.
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DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE WALLIS

On peut lire plus loin I recanstitution de ls méthode de Waltis, Nous
démontrerons ici su formule par un procédé plus moderne, qui utilise L

suite des intégrales

L= sintxds,
“o
appelées justement intégrales de Wallis
Une imégration par parties permer d’écablir une relarion de récur-

rence entre les 1. S n 3 2, on peur éerire ©

I, sint =1 X sin xdx
cos x. (n—1)sin® 2 cos dx
T
sin® 2 x (1 -sin? x) dx
=D, - (=D,
o

Liintégrale 1, dépendant ainsi de I, 5, on distinguera deux cas,
sclon la parité e’ n
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o les numdrateurs sont différents de 1, cantrairement 4 ce que nous
avions Phabitude d'envisager.

On appellcra fraction continue génératisée [LEB] une expression de la
forme

a + a
by + 8
byt G
by+
weld mom

b+ by + by +
i les 2 e fes (b peuvent re réels, complekes & mme fonctions d'une
o plusieurs variables

Comme tout & 'hure, on peut calculer les réduites de proche en pro-
che en wilisant les formulss de récurrence
© Paii = bas1 P+ Busi Po

Qo1 = o1 Qo = 8041 Qi

On ne change pas la valeur de ces réduites si Pon remplace successive-

D€, POUT B = 1,2, .., ¢t by P ¢ G it cp by Tespectivement,
si bien que I'on peut souvent arranger pour ramener I'cxpression 4 une
fraction continve réguliére (3 = a5 = ... = & = ... = 1) ou bien aune

fraction continue dans laguelle tous les b, seraent égaux a 1.

Les fractions continues généralis ont des propriétés moins riches et
sont plus difficiles a manipuler. La relation (2) devient :

PpQu-t = QuPooy = (- DAz 2y
et, dans le cas ol tous les termes sont des entiers, on ne peut plus éure st
que les réduites sont des fractions irréductibles ; coujours dans le méme
cas, il est certain qu'une fraction finie représente un rationnel, mais la
eciproque st ausse corme le montre I'4gaé

122 2 45 nsl

I L W

il Goniis U Gelopparmin de 1 e Traction conins T

vec s fractons contimues généralisées apparaisset es problémes
de convergence. Nous supposerons désormais qu Ics a; ct les by sont tous
tremsae o

La fracrion convrge (o diverge) en méime remps gue s

we v (P Pa
S 2 | o

229 70995 50561 1398 02528 99066 98423 073 Iz Iusos 1isas
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sais | Bu WU S
3 Qe 1Qut Qa1
Finalement 08 —af « L« L o 1
Qu agrl ey p?

Pour N arbitrairement grand, les réduites (P/Q) offrent pour n»2N
une infinité de solutions & Pinégalité (4).
Le nombre « est done transcendant. Par un raisannement analogue on
pourrait démontrer la transcendance des nombres de Ia forme :
a= T ait @
i

Tris récemment (1978), R. Apéry a découvert un développement de

-z
en lrsction continue généralisée dont Les réduites successives vérifient
o Bl g
o - & o

e qui lui a permis e conclure que £(3) était irrationnel. [APE]

1 faut remarquer que le théoréme de Liouville w'adme pas de réc
En 1974, M. Mignotic [MIG] a démontré que Pinégalité

P 1

P L

Q' " om
oavait quun nombre fin e solutions bien que = soft transcendant. On
e peut donc pas espérer démonirer la transcendince de = en utilisant lo
théoréme de Liouille.

roque.

4. Fractions continues généralisées

Historiquement, les fractions continues généralisées sont apparues avant
les fractions *‘réguliéres™ dont nous parlions jusqu'a présent, La pre-
miére expression de ce type fournie par G. Brouncker fut en effel

s

221 s977s 31279 57220 Tasss se2se 52025 42763 eI 0130 70522
203 THIE 37791 0128 03317 30017 Tesew 53993 W49 Iswvs su0Gs
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En cas de convergence, la valeur de la fraction ost cgale 4 S. L'aspect du
terme général de la séric

PyQn 1 = QuPy (=D apag.. 3y
QnQn 1 QuQn 1
montre immédiatement qu'l y a toujours convergence pour les fractions
‘continues régulicres puisqu'alors ; = 1 et Cest une séric alternée & termes

décroissants. On redémontre ainsi ka convergence alternde des réduites,

Le résultat reste inchangé si a; = 1 pour tout i aves des by non néces-
sairement entiers, mais supérieurs ou égaux 4 1. car les produits
(Q,Qu—1) sont croissants en vertu de (). Par contre, s la série T [bj]

i

converge, la fraction divergera. Avec & = 1, la divergence de la séric
by et donc une candirion nécessaire pour la convergence de la frac-
tion continve. La condition st suffisante dans certains cas, notamment
lorsque les b sont des réels posit

Notons enlin que tout eritére de convergence reste valable i les con-
ditions qu'il impose aux a; et b ne sont vérifiées qu'a partir d'un certain
sang,

5. Irrationalité du nombre =

Johann Heinrich Lambert est né 3 Mulliouse (Confédération Helvé
tique) en 1728. I est mort & Berlin en 1777, Ses travaux scientifiques tou-
chent a de nombreux domaines - trigonomérie hyperbolique, théoric des
cométes, photométrie, cosmologie, philosophie. etc. En 1761 il a démon-
tré que x tai irrationnel el c'est ve brillant césultat qui va faire Pobjet de
ce paragraphe.

a — Le résultac essentiel wiilisé par Lambert est le suivant :

Soit x une fraction continue illimitée et convergene :

SO .
bt Byt

dans laquelle les a et les by sont des cntiers.
i & purtir d'un certain xang |a; <[] alors x et irrationnel

On commence par se convaincre que I'on peut, pour la démonstra
tion de ce lemme essentiel, supposer que la propricté |a; <|b; est vraic
desi = 1

231 26691 70352 36707 83351 193N 41729 51519 53788 5w Tarez
232 (0330 07308 17651 3970 9050 Suon 73%06 12332 113 0933
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bres aléatoires” : il vaudrait mieux dire : tirés au sort (en précisant mé
comment). Le nombre de mots que j'ai deris jusqud ce point n'es
aléatoire : il I'étail quand j'ai commencé, Certains précon
“foruils! | ce serail mieux, en effet, mais il est difTicile d'aller contre
Tusage

Je viens de Jeter un dé, sept fois de suite (e vous jure gue je viens
wraiment de le faire, juste avant d’écrire la phrase que vous &
de Tire). E 'ai nol¢ ces résultats, dans Pordre mame de leur apparition

203 s 2 05 3 2

e crois que le dé est bon, que je Pai lancé de fagon honnéte : me croirez-
vous 7

A priori, tous les arrangements de sept chiflres (pris de 1 4 6), 1
a 279936, ctaient possibles, et nous sommes d'accord pour juger qu'ils
étaient également probables. De sorte quaucun d’cux ne doit pas phus
vous étonner qu'un autre. Mais si j'avais dit que I'As était sorti scpt [ois
de suite : qu'anriez vous pansé, Ams lecteur ? Ni plus ni moins probable,
cependant |

un achceur de billet de lore-

Comme disai, et épétsit, Emile Borel
vie refusera dacheler le numéro **3555557, il a Uimpression qu’un parci
numéro e gagnera pas le gros lot : or cest vrai que la chance de ce billel
est bien faible (quelque chose comme une chanee sur un million), et qu'il
et pas sage de compter sur le gros 10t pour payer ses impots, etc.

Mais cest pareil pour e billet nunéro **141592" qui 4 Pair baral
(pas pour vous, Lecteur, qui ¥ reconnaissez les décimales de Pi). Le mil-
Tion de chiffres que nous propose la Rand Corp. ’avai a priori quune
chunce infime (un sur dix puissance un million) de se produire, et pour-
cant le voici, sur ma table, devant moi : ce ne peut étre I'effet du hasard !
Qui oserait parler ainsi : autant metire ma parole en doute, pour la suite
de sept coups e dés gue j'ai rapportéc Lout & Uheure

I faut se méfier du qualificati *‘remarquable’”

Un texte célébre de Poincaré

“*que des cailloux roulants soient abandonnés au hasard sur une
montagne, is finiront par tomber dans la vallée ; si nous en trou-
vous un Lout en bas, ¢ sera un clfet banal._. mais si nous rencon-
trons une pierre dans le voisinage du sommet, nous pourrons afir-
mer quelle y 2 toujours été ... avec d’autant plus de certitude que le
cas est plus exceptionnel et qu'il avait plus de chances de ne pas se
produire...” (Deraitres pensces, p. 19)

09 20077 7us22 1263t 75186 9033w 95131 D19ms w2698 s7ENT 1710
V10 Soeu Tiaar onsss 123 636s 21230 2euls e2u3 D211 15T
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2¢ méthode : Uiilisons des cordes successives (fig. 7). Cela donne des
trones de cone successifs, qui se raccordent en position, mais non en
direction.

|

I
Dans les denx méthodes, si les paralléles successifs <ot suffisan-
ment serrés I"écart d’un crenc de cdne & I'autre est petit ¢t I'on peut espé-

rer que les miéthodes conviennent.
Cas de Ia sphére (lig. 8)
17 méthode : 5, = Aty 4154 1) , OF

By oty g e B g i i i
& T 0
Par aillours ¢
- w0 - o by
et donc =t Leaga,

T3 ucas 91337 Neulv 52022 77263 wessa T0ara saTAs 7772 91927
T TiS2a a7y 9907 F0Tas 72130 wTI0 80573 OTIN S 3311
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Voici, & titre d'illustrarion, le rythme de la premiéte tranche

s=1 s s s=7
40595 4020 39

et la moyenne pour les i
44890 40627 988 409 38 06 005
comparée & la moyenne (“théorique”) pour fous les possibles
00018 AMO9NT  404.0RS6 405 405 0405 et
Et toujours le méme verdict, un pen manotone : R. 4 S.

1 cst temps de revenir aux questions géncrales posées ci-dessus au
paragraphe 7.

11. Pour répondre aux questions

A la premicre question : Pourquos irer au sort 7, on peut répondre
suns 150p de peinc.

‘Cest depuis les origines du Caleul des Probabilits qu'on a pensé &
confronter les recherches théoriques et des résullats d'expériences, La
plus ancienne dont on ait gardé trace écrite est peut-£ure cele de Buffon,
vers 1760, qui raconte : “I'ai donc fait deux mille quarante huit expérien
cos, c'estadire que §'ai Joué 2048 fois ce jeu en faisant jeler 1a picce ¢
Vaif par un enfant...” (Arithmétique Morale). (Mais rien & voir avee Ia
fameuse aiguille, pour laguell il ne semble pas que Buffon ait songé &
aucune expériene).

“Taus les historiens dn Caleul des Prohabilités pourront vaus citer
nombre dcxpériences analogucs tout au long du XIX* sicle (Quétcle
Jevons, Weldon, Woll el es autres).

Mais tirer au sort, c'est jeter unc pitce de monnaic, ou un dé, ou bat-
tre les cartes, ou mettrc des jetons marqués ou des billels dans u sac, ou
une *“urne’, etc. C'est long, farigant, ennuyenx. On a donc assez souvent
préféré des ready.made”, ¢'est-A-dire des résultats (enregistrés) de lote-
ies ou de roulettes. On s'ést ainsi accouturé, dans I profcssion,
sulter des registres Ue tirages, au liu de jouer, Bt depuis plus de soixante
ans, parmi les documents usuels chez les statisticiens, on trouve des
“Tables de Nombros tirés au sort"”, soit empruntécs & telle Loteric, soit
constituées cxprés. Je vous renvoie dux manuels de statistiques ct de pro-
babilités, pour voir comment les homnies de 'art s'en servent.

La deuxitme affaire est beaucoup plus delicate : cssayons tout de
méme d'indiquer quelques pistes pour la réflexion.

Quiest-ce que PAléatoire ? Ecarions d’abord un abus de langage :
les résultats de tirages au sort san souvent vendus sous le nom de *“nann-

07 5125 22359 05908 B2en TBEs sTs2 UTI 208ST TINT BEsM
0 R6017 6063 43603 53T> 47oze 92322 ST1%6 83217 11393 25613
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Trone de cone (Nous allons voir pourguoi cette formule est importante)
. 4).
Soit & ~ dy~d, la longucur de la génératrice du trone de cone
A = wlrdy -1, o
4 _ & d4-d,

done i A = e} ) =yt b

Application de cette formule & une surface de révolution

Eutre dews paralliles, sc trouve une laniére en anneau. L'arc
M, My de la méridienne doit &tre remplacé par un scgment de draite
qul reSpecte la proximité en position et en dimensian (fig. 5).

1 mméthente ; Utilisons des segments de tangentes (lig. 6). Cela donne
comme des coits successifs en forme de troncs de cone.

T 9use1 27531 8130 18330 3325 42327 BN 97530 2172 03035
WO A0 6063 13 aTrea vases 200 29330 13077 10987
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Fn conséquence wne classe de suites qui contient P % de Iellectil
Lotal (10%) & une probabilité de P %. Et si P cst voisin de 100, on
peut parier pour cotte classe.

Remarque finale : Tout ce quon peut examiner, st le prentier mil-

lion de décimalcs. Aprés ce million, il y en a d’autres, beaucoup d’autres,

dont on ne sait pas grand chose.

< quion a dites, le nombre Pi les partage avec
15 que d'éire

Aussi, les proprié
beaucoup d'autres nombres n’ayant davtres traits particul
trés voisins de Pi

On ignarera encore longtemps la dix millioniéme décimale et celles
qui suivent, Mais s'il fallai parier ? 11 ¥ a des mathématiciens qui wont
pas hésité. Voici ce que disait Emile Borel, qui pourtant n'avait pas vu
plus de deux mille décimales :

““Dautre part, les mathématiciens ont les raisons les plus sérieuses
de penser que les nombres définis par quelque propriété géoméri-
que ou arithmétique, comme le nombre x, fapport de Ia circonf-
rence au diamétre, ou la racine carrée de 2, rapport de la diagonale
‘au cité du carré, sont des nombres normau, c'est-a-dire que leurs
chiffres successifs ont les mémes propriétés. au_point de vue des
probabilités, que 'ils étaient obtenus par une infinité de tirages au
sort”.

Un autre texte du méme auteur laisse entrevoir les raisons de son
sentiment :

“*On a douné le nom de nombres normaux (par rapport 4 la base
10) aux nombres tels que la répartition de leurs chiffres décimaus.
satisfait & Ia loi du hasard ; les nombres ahsolument normaic: sont
ceux qui sont normaux par rapport 4 toutes les bases de numéra-
tion.

1L résulte des principes mémes du caloul des probabilités qu'ils
est infiniment probable qu’un nombre obtenu par le tirage au sort
de ses chiffres décimaux successifs sera un nombre normal
conclura de i gue Les nombres qui ne sont pas normaux sont in
‘ment rares par rapport 4 ceux qui sont normaux ; Pensemble
nomhres non normaux sera dit de mesure nulle. Il en sera de méme
de I'ensemble des nombres qui ne sont pas absolument normaux.

Le probléme de savoir i les nombres irrationnels les plus sim-
ples sont normaux estde ceux dont les mathématiciens n'ont
Jusquici trouvé aucun moyen d’aborder la solution, qu'il Sagisse
de nombres algébriques comme 2 ou de nombres transcendants
comme € ou 7 . Je considére cependant comme absolument cer-
ain que ces nombres sont normaux et je présume que la plupart des

113 07200 17200 T3S 69015 3351 50TaG 0BIIY 636 06934 0817
W10 T06es 0812 75638 26610 G707 BR6ST D1SeR 50163 1aga7 wesss
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IL T ET LES CORPS DE REVOLUTION
Une surface de révolution est obtenue par rotation autour de Iaxe
¥y de lu courbe AB du plan yOx, courbe nommée *'méridiennc’”.

Chague point M de cette courbe décrit un cercle, appelé “paralldle”
de Ta surface (fig. 10).

¥

Le volume intérieur st approché par une pile de disques circulaires.
que nous prendions de mene épaisseur.

Divisons OC en 1 parties égales, et posons OC = h.
5o = Oty ~ h x 2 comespond § By = 5,

Le volume de fa pile est : VA = E (331 1)

Chxcu B

1. Cylindre de révolution : x
aui est le volume exact V = £hrt.

. rayan du cercle de base Yy = hr?

47 a5es msste ss70s s2eu0 W0es: 00%Ss 138 G123 6432 93972
TI6 D347 8363 04777 14806 AMTE wekah Baaes ST O3 B37
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Et une bonne formulation par Paul Lévy (Cal. des Prob., p. 92) ¢

“si, en présence d'une suite remarquable, nous excluons Ihypo-
thése d'un bon tirage au sort, ce n'est pas que le hasard ait a prioti
moins de chances de la produire gu'une autre, ¢'est gu'une autre
cause ait beaucoup plus de chances de Iavoir produite”.

Notons enfin qu’on nc traite pas les cas wn par un, pou les suites de
chiffres : mais on les range en classes qu'on dira soit “ordinaires” soi
“exceplionnelles” selan leur probabilité et leur complexité. Ainsi une
sulte périodique : trés peu probable mas aussi Lrés “simole".

12. La tro

Peut-on dire que les décimales de Pi sont aléatoires ? Je ne m'y i
‘querais pas. Tout au plus acceperai-je quon dise que : “Jeur succession
imite e xésultat 'un liage s sort™. B cncore cetie Tugon de parle ris-
que dtre mal entenduc. Comme towjours, en mathématigucs, micux
vaut re presis.

Toutes s épreuves que ja citées plus haut sonduisaient & dos con-
clusions parcilles :

la suite n'a rien d’esceptionnel.

Est-ce une propriété du nombre Pi 2 On ne peut e nier : mais i plus,
‘moins que ceel ©

— le chiffre 6 est Ic moins fréquent et le S lc plus Iréquent.

— Ia sept cent dix mille quatre vingt dix neuviéme décimale (qui est
N T est suivie de sept décimales identiques (ui sont des ).
ou tout autre constat que pourrait recucille un lecteur assidu.

11 faut seulement faire quelques différences entre s diverses consta-
tations qu’on peut Tuire. Celles que nous avions relevees plus haut, avec
quelques détails, sont des propriétés que le nombre Pi partage avec Ja
\majorite, I grande majorité des autres nombres.

“Tout repose en effet sur des calculs combinatoires : parmi Jes 107 sui-
tes de n chifres, quelle et a proportion de celles qui ont telles ou telles
propriétés, De sorte qu'on aurait pu, qu'il aurait miew valu peut-dire,
éearter toute mention du Hasard. 1< lien avee le caleul des Probabilités
tient sculement en ceci

iéme question

i jeffectue des tirages au sort de telle fagon qu'il soit convensble
de dire

1) chague chiffre a des chances égales & chague firage,

2) les tirages successifs sont “indépendants’ au sens do la Théoric
des Probubilites

Alors toutes les suite de n_ chiffres sont cgalement probables.

AT1 52270 52099 BuEd BATIO 20206 2040 D365 53178 69087 66136
12 G104 77053 3601 16870 52310 55314 31655 17283 73372 ered
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Par réunion des n laniéres :
A = 41 + w0161+ 028y — o | 0g5;)

Le second terme mesure une aire trés petite que I'on peut rendre
négligeable en prenant n asscz grand, ce qui permet d’adopter : & = 4t
résuliat obtenu plus haut.

2¢ méthode : Usilisons la corde M, My, de longueur &, {fig. 9). T

Sintroduit Ia longueur t;

sy = MM,
[
= 2epaymais 2= fe o 2
nhm T TR
done g by = drg £

Si n est arand, toutes L cordes son trés pettes, ct les £,=OK,
Sont teés voisins de 1, ce qui donne pour les . laniéres, par addition |
ity

3° Cus purtculier d'applicaion de cette méthode : Uliser wne division
en partis éeales non pas du diam e, mas de Fare cemi cercl, Les cor-
des”dy somt Cgales de méme que les dstunces. A

Les distances by ne sonc plus égales, mais o a towjoues : s, ~ 2w,

En faisant 1a somme, il y & misc en facteur : 25 +hy + . +hy).

La parenthése est égale 4 2r, et, quand 1 est grand, b est assimilable
& ¢ de sorle que nous prenons : A — .

Conelusion : Nous avons utilisé 4 méthodes pour obtenir Paire de la
sphére, Dans chaque cas, nous avons opéré par des approximations intui-
tives. Aussi nous concluons qu'il faudrait une définition de Uaire &’ une
surface tellc que la sphérc, qui permette de reconnaitre avee rigneur quel-
Tes sont. les approximations qui fournissent une formule exacte.

Mais aussi, nous avons vu qu'il 'y aura pas une maniére unique
approcher la surface en question. Suivant Ja nature de vette surface, les
‘méthodes 4 choisir peuvent étre fort différentes pour obtenir un calcul
commode.

K65 BISIu aMMer 123 43513 19356 51798 0891 13528 01314 10130
& e 47es 5185z 90328 Ses20 11ssE B3N 96362 13491 A5





index-220_1.jpg
26

Par cxemple, est-ce gu'un chiffre, disons le 7éro, est suivi indifférem-
ment par n'importc quel autre, ou bien a-t-il quelques préférences, phus
o moins cachées 7

Quand on veut aller en ce sens, la prospection devient plus labo-
sieusc ; auss s prospecteurs sont plus modestes. Par exemple s ont éu-
dié ce que les joueurs appelloraicnt des “séries™ (en anglais : Runs o]
Luck). Cela cosiste & repée s suceessions de chilfres semblables

Examinez les cent premitres décimales de Pi : 1a vin
vingt-cinguitme décimales sont des Trois ; de méme, on trouve une auire
série de deux chilTres aux 3éme et 35tme rangs, ete. Pour s centaine, on
décrira le “rythme’" en disant

-quatriéme et la

six sérics de doux.
et par conséquont ; 88 *'sérics” (si on ose dire) de un.
En résumé

Sériesde s 5=1 s=2 s=3
Nombres 8 6 o

Pour Iz seconde centaine, on se s'attend évidemment pas & trouver lout &
faic la meme chose, mais presquie. Voici :
4

80 7 2 o

On continuera Penquéte, pour en arriver sans doute & se demander : esi-
e que tout cela est bien “normal” 7

Pas besoin de changer de méthode : d'abord un petit probléme de
combinatoire, imaginer Ta liste de toutes Jes suiles possidies de cent chif-
fres. Pour chacune delles on peur donner la disiribution
2 s=3 -4 e,
n, n n N,

On pent aussi, entre autres choses, faire la moyenne de toutes ces distribu-
tions (pour obtenir le *‘rythme mayen”). On trouve

s=1 s=2 5=3 5=4

SLI§ 8,037 0795 00775 e

Ce qui permet de constater que la premitre centainc est un peu plus *'sac-
cadéc” que la moyenne, et la seconde un peu moins. Mais on pourra
montrer aussi que cela n°a rien d**“exceptionnel”. Si I'on découpe le Mil-
lion en vingt tranches de cinquante mille, et que Pon détcrminc le rythme
de chague tranche, on pourra faire des constatations du méme genre.

405 $709 30085 w632 42306 0632 TN 60608 0NI1T 01260 U205
USe 53204 33695 BTuy 10BTL 6820 #1505 39uTT TH0D w13 27681
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Iable au rayon r de la sphére, et le volume # de la sphére & la somme des
volumes v de 1ous les cones

pone:  w=Lry, =
z /
wm: o= did i L
or: 9= 40, E ;
3
done : 4 712

Cylindre de révolution (fig, 2)

Nous décomposons la surface en laniéres comprises entre des généra-
trices voisines, laniéres assimilables a des rectangles dont la longiew est
b, hauteur du eylindre ot dont les bascs par lour réunion reconstituent le
cercle de hase de longuewr ¢ = 2t , donc
€ = 2ah

Céne de révol

Décomposons la surface en laniéres triangulaires comprises catre des
génératrices voisines. La hauteur de chaque iangle est assimilable & L
wénératrice d du cdne. Ainsi :

a=lde=mm

W0 drser Jssza 61932 semsy 6062 23587 61035 auTT6 20035 0as0T
o 71235 SUT0 Shaes warar 7aoms 433ss sones 10 soee dezer
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SOLIDES DE REVOLUTION ;
VERS LA DEMARCHE DE WALLI

1. AIRES DES SURFACES DE REVOLUTION

Le caleul d'une uire non plane est délicat. Pensons en ffet au tssu
nécessaire pour recourir la carcassc d’un abal-jour. Acccptons-nous dc
Ironcer ou plisser I'étoffe 7 Le volume obrenu approcherait bien le
volume de la carcasse, mais évidemment pas Daire : i faut imaginer un
ssu collé, posé 4 plat par petites plagues sur les plans tangent
face ; proximilé en position et aussi en direction.

Cas spécial de la sphére

Déduisons Tairc du volume (fig. 1). Nous concevons la sphére
comme remplie de cones effilés dont le sommel commun est au centre, a
base de chaque cone étant unc petite faceite trés voisine de fa surface
sphérique en position et direction : U'sire cherchée & st la somme des
aires s de toutes les facettes. La hautcur communc des cnes st assimi-

W7 31624 99361 91010 WA 27777 Todms 36TT3 43N 2075 seses
1o 3307 77032 12013 G166 09621 04303 26360 13758 88201 51307
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D'une maniére générale, pour un exposant pair 2k il e
bre rationnel N tel que

Par cxemple

945~

Les formules de Bernoulli concernent les puissances paires de . 1l
'y a pas de formules analogues pour les puissances impaires.

[ o=

21 WSS 9T0T DA 230 86187 0616 96886 30501 e0A3e T0uDs
216 4074 29306 93138 20660 2uGEY 83TIG 31837 20652 7034 Heass
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Valables pour toute suite S , ces résullats Ie sont done pour la suite
de Fibonacci, L’application des théorémes de Prolémée au quadrilatére
inseriptible OMPN conduit 4 deux sutres relations.

A. VIRICEL

MAUX INVERSIBLES

Ayant programme sur HP 25 la recherche de décimau inversibles
Compriscnte deu décimaux donnés (aprés Partil, dun iycau assez
éleve, du bulltin de PAPM 1 314, p. 593), dorie dela forme 2+ ou =1

5% n
J*ai trouvé que /e seul qui soit ““assez voisin'* de x (compris entre 3,14 et

i
319 (e qui ne dépasse pas a capacié du HP 29 exc: 0 = 3,141819

‘énéralisant pour fous les entiers premicrs inférieurs ou égaux &
trouve les seules solutions suivantes :

0 -
3165 20 <50 5 e @
s s
sauss 22 e 3 asue:
2% n% u2a
B9 sha00ma00 2 ;B 2 aam; B2 2 gas0
365 764 s

Seul a sation (1) et ntéressante & 1a (3) st asse curieus

e el snlogne £ = 1000528 e s i o

JACOB

T ET LA THEORIE DES NOMBRE;
On doit & E. CESARO (1881) le théoréme suivant

i doux entiers a, b sont choisis “au hasard” alors Ia probabilité pour
quils soicnt premicrs cntre cux cst :

Plus précisément, soit Py le nombre de couples (a,5)EN? tels que
axnetben et a, b premiers entre eux, c'est-d-dire pecd (g, b) = 1.

w21 sues0 wsazs 95381 21791 3 s1I30 9993 611 77601 TATIS
§22 12283 Thsuc CT160 33935 U006 4033 02436 ase33 0IOTT 63333
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Le NOMBRE T et les FRACTTONS CONTINUES

1. Histoire et définition des fractions continues

Considérons un nombre réel « non entier. Soit a, sa partic
entiere - =gt xg ol 0 <xy <]

B posesnges Ty siliasmiaghi

On applique maintenant & , le méme traitement qwa o fcar
a>1)

R e et on réitére le processus.

On obticnt en définitive une expression du type

LR —
o+

Une telle expression s'appelle une fraction continue. Les enticrs
5, 8y, 4, .. sont appelés les quotients purtiels, les a, c, .. sout les quo-
tents complets.

A priori, deux cas sont & envisager

1. Aprés un nombre fini d’éages, on tombe sur un , entier ct
Palgorithme ’arréte. Il est alors évident que a est rationnel

317 24319 Twwoy 77188 se789 desad 0avna 108sz 47027 32809 Tase
30 3533 G800 Gon7 Joues 3903 deus 208y 13730 §eass 47sd
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On Fassimile 4 un carré de cdt¢ a = -5 d , c2 qui donne :

256 JEp
Lo -3 B=se.

Onignore comment ce résultat & éé obtenu et nous errons plus loin
plusieurs hypothiscs séduisantes lides notamment aux pavages du plan,
malheureusement clles ne sont guére susceptibles d'dtre généralisées dans
le sens dPune précision eroissante.

Cette approximation appelle deus remarques :

La premiere est que J scribe Ahmes ne nous dit pas “voici une valeur
approchée de x" : il décrit une approximation de type métrologique per-
mettant d'évaluer Paire dun cercle de diamétre donné. , quel que soit le
nom qu’on lui donne, n'est pas reconau comme un nonibre, ce qui n’aura
lieu gue bien tard. Cest donc un abus de notre part (mais bien pratique)
de dire : **pour les Fgypriens, 7 est approximativernent cgal a ...”. Cette
remarque vaut également polr les évaluations données dans la Bible.

Fn secand liew, notons avee Dedrou et Lard [DED], que la précision
ateinie est, en un certain sens, la meilleure possible pour les Egyption:
En effer, ccur-ei caleulaient par quantiémes, c'esi-i-dire a Paide de frec-
tions de numerateur 1

“herchons donc le meillenr

rapport approchant %

r

ona

a . A%
ouencore & =
@72

On sait avjourd’hui que 0,88624....

Wy -

ot - 0w 4o 1- koo

1
B i

Le meilleur est danc bien 1 — %
On peut noter qu'a ces époques reculdes, d’autres valeurs éaient
adopLées pour T .

Ainsi, I Bible note (1 Rois 7,2,3 ¢l 2 Chronique 4,2)
11 it aussi, en métal fondu, la arande cuve, qui avai dix coudécs de.
diameétze el qui élait complétement ronde ; elle avait cing coudées de
haut, el un cordon de trente coudées en mesurait la circonférence”. D'oil
% =3, ce qui revient 4 confondre le cercle et I'haxagone inserit. Cette
valeur & longtemps été autribuée aussi aux Babyloniens. Cependant, en

9 057 27036 57595 31951 Dsare €173 813 s1175 31051 rasas
T ATE 11795 GI3er sardh TaBS7 Shi e9iz2 Po3ar 20nt Temt:
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On constate ainsi (théoréme de Bezout) que los réduites sont des frac-
lious irréductibles.

Les égalités (1) et la deuxiéme formulation de (2) permeteent de
demontrer rapidement que les réduites de rang pair forment une suile
croissante qui converge vers r_tandis que les rédluites de rang impair for-
‘ment une suite d&CToisSANLC convergeant vers «

On obtient méme linégalité :

P, Pay
el

' P 1 1
® o« <lg

It vl o

car 1 suite (Qu), ey est croissante en vertu de (1)

1ére application :
A partir d'unc valeur trés prise de ., il et fucile de chercher son

développement en fraction continue ; on obtient :

BIS.1292,01,1.2,1 31,142,1,1,22.22,1,842, ]

Actuellement, la loi de formation des quotients partiels du dévelop-
pement de x en fraction continue est encore inconne.

On peut calculer les réduites successives :
Po 5, Py _ 22 Py _ 333 P 355 . Py _ 103993

@ Q7 e e Qe w30
312689

Po _ 10448 . Pg _ 208341 Py
T Qe 66317 T Qr 99532

Qs mr

La premitre éduite, 22 st trés populaire dans s écols primires

est la valeur utilisée par Archiméde (287-212 avant J.C.). La troisiéme
réduite 355/113 & ¢ découverte par Adrien Metius (1571-1635).

Liincgalité (3) qui fournit une majoration de Perreur commise en
remplagant o par I'une de ses réduites montre que les [ractions continues
sont trés peatiques pour les problémes d’approximations. Si Pon veut une
approimation ratonnelle de ¥ 4 10-4 prés, il suffit de prendre la pre-
miére réduite dont le dénominateur est supérieur & 100 ; en Poceurrence
333/106. Mais en fait, la réduite Py/Qq est dautant plus prcise que le
juorient partiel g 3 est grand ; 5 bien que L réduite 355/113 qui pré-
ede le quoticat 292 scra particuliérement intéressante :

On dira que £ est une meilleurcapprosimation de a s

220 30315 91256 K0RIE 99136 42720 7973 4831 27251 IGES w1sT
253 300 ST QU SM20 Toese 121 ds2us 2ws wari0 18760
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done

Tout ceci montre Pintérét des formules sommaioires que nous fai-
sons apparaitre dans les Lableaux suivants

Civ-riipe | o =p i ine 1
e 0 - 0
R T » _p h
¥oezeare booz 1
PR R
G- s 1 [T T e
L R EO N S ]
e possat 5 — 14245 RS T
O TLES) I 1
Done e o

‘Comme nous utiliserons ces formules pour les grandes valeurs de 1,
nous les dcrirons

i
sa=3
"
L
=

T 201s 19766 79324 Deted asaz 3711 $u331 62091 106y S5377
T RNRITD D306 53618 aaved 9567 Suisy e uzed sruss
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A
B
le développement de o en fraction continue, 1 y a done identité entre
Pensemble Q des rationnels e celui des fractions continues finies.

2. 1l se peut au coniraire que les o ne soient jamais entiers ; Ialgo-
rithme va se poursuivre indéfiniment et c'est la preuve que o est irration-
nel

Inversement, si o = &, on reconnaft I'algorithme d'Fuclide dans

AT'époque d"Euclide (111 sidcle avant 1.-C.), Péeriture effective sous
farme d’une fraction continue n’était jamas utilisée et c'est dans s tra-
vaux de Guillaume Brouncker (1620-1684) que 'on Lrouse cetie représen-
tation pour la premiére fois. Wallis fut ensuite Pun des premiers 4 étudier
et diffuser les fractions continues. Au XIXE siécle, tous les traités d’arith-
mérique consacraient une part importante & leur étule ; curicusement,
Penscignement_secondaire ct supéricur frangais semble les avoir
aujourd’hui oubliécs

2. Proprictés démentaires [HAR]

Léuriture d"une [raction continus cst rapidement trés lourde ot c'est
pourquoi nous utiliserons fréquemment les notations dues & Euler ©
i

a+ ]
S
=
Ainsi, (o = 0 ¢ [0 = a4 L= 2ELL
T
Fo el =TT G

Les fractions successives oblenues sont. les réduites de la fraction
continue. On peut les calculer de proche en proche par les formules de

P,=4,P, |+,
W ! :

Q=8 Qo+ Qo

et découvrir sans difficulté Ia relation
@ PyQuy - Py Q= (- 10!
soit cncore 12 B U

QG Qo U

219 06307 92615 539 wezsz 46227 07062 Saem 55600 11 91293
230 Rineh Bauis 03933 4312 31236 23530 21348 43004 Jee2? @saT
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mathématiciens sont du méme avis ; il en est cependant, sans doure,
quirefuseraient, par principe, de formuler une opinion sur oo
Sujet 5 mais je ne crois pas que personnc considérerait comme pro-
bable Popinion contraire, cest-i-dice Palfirmation que ces nom-
bres ne sont pas normaux”

Jai souligné ce qui me para
Vintérvention de Finfini

Létude du million de décimales ne permiet absolument pas de dirc si
Pi est normal au seas de Borel ; ni méme une présomprion, ni méme un
pranosi

le plis important en cette alfaire

Ajoutons que pour certains mathématiciens probabilistes, ces tirages
au_sort prolongés indéfiniment sont presque depourvus de
fication ... mais n’entrons pas dans la querelle

G.Th. GUILBAUD

W15 16791 5489 50723 uETT 30693 8SITI 043 o0z66 33078 19977
W16 £3630 33381 A21ss 33597 32393 Dessd 4N 57575 Dajed 03627
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P,

2. Cone de révoluton s vy =
Vo= (224 b0
" n
C

M,

o

3. Sphére de rayon r:h=r

Considérons la demi-sphere

o A

4. Examinons aussi e paraboloide de révofution pour faire des conl-

paraisons
Les coordonnées de M vérifient
Done, ici :h = b = 2
X 3=

Yo ba

Q057 60798 2510w T4Tos 164r9 B112 7604 W26
3345 43172 13153 39504 50681 T7us0

T ek w029
20835 61130

15 3 a0e
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Un rationnel n'est donc approchable & aucun ordre supérieur & 1
* Si cest irrationnel, Pinégalivé (3) montre que toutes les réduites du
développement de o en fraction cantinue vérifient

LA

Ces réduites sant en nombre infini  tout irrationnel est danc appro-
chable 4 lordre 2

» 1. Liouille a démonts¢ ¢n 1844 que tout nombre algébrique de
degré n n’est approchable 4 aucun ardre supérieur 4 n. En particulier, les
racines d’équations algébriques du second degré ne sont approchables
qu’a Pordre 2. C'est une propricté queI'on pourrait démontrer trés facile-
‘ment en utilisant le fait que le développement en fraction continue d'une
telle racine et périodique et les quotients partiels qui reviennent réguliére-
ment sont donc bornés ()

Ce théoréme de Liouville permet de construire unc “classe rés éten-
due” de nombres transcendants.

Considérons par exemple le nombre

@ =[0,10, 1021, 101, )

10+
1020+

108
et soient (P,/Qyly e les réduites successives du développement de o En
appliuant (1)

Qeis
Q

Q Q. Q
o Q-

w2} (H

Q, <1000 = a2

il <aniit1

) Fn 1955, Roth a démonré que s nombres alaébriques (quel que sai leur degré 1) nc
Sons approchables qu'a 'orre 2 s, Ce résltat et don nfiimment plu préc e
Tacoréme de Tiowsle, 085 aue le deeé du nombre et supérieur & 2.

125 05101 3520 51173 26505 69078 2648L 94376 4113 76393 86692
225 4BD31 TATeu USIEH BSR9T SN2 6739 9AE22 ENE21 BaA%D CBIIT
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T ET LA SUITE DE FIBONACCI

Soit une suite récurrente § 1u, =,y + 0, .
Elle est dite de Fibonacei s up

Soient 4 termes consécutifs d*une suite § ty, y | 1 Uy 420 Uy

Soient les 4 angles aigus «, 8, w, 3 marqués dans le rectangle de
dimensions : i, = Uy y; + Uy
B Y

Une rotation d’un angle droit fst passer d"un des rianls rectangles
hachurés & laute. Le triangle OMN es rectangle isoccle

a-i- %

aHp =

b

Le lien entre ves deus relations appurail par additior
De plus, sur s figure, plusieurs applications du théoréme de Pytha-
goremnentd: 2,y + Ul g) = ud_y + ud
Laire du rectangle complet est telle que
v

R Uty TR

iz Va3
relation qui peut éerire

0]

N e LT AP

10 56390 7639 73110 S8U95 93226 69057 0243 131941 a3 TayTe
20 57595 54308 Sew36 29725 Jas79 13273 Oassu 2s2uw 9133 30312
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Compléments. Pourquoi ne pas utiliser cettc méhode pour le calcul des
aires plares T

Nous empilerons des bandes reetangulaires d'cpaisseurs égales.

= gt
n

ah (formule comme)

Cette somme nous laisse sans espoir |
Mais comme par ailleurs, nous avons nommé = le nombre tel que le

quart de cercle de rayon r a pour aire xr2, nows avaqus ahtem une expres-
sion approchéc de  ct d’autant meilleuré quc 1 cst plus grand.

Parabole : Ellc nous intéresse particuliérement parce que les deux
‘axes Ox el Oy ne jouent pas Le méme role, el nous avons ainsi deus fagons
de Paborder

Pour mieux comparer au cercle, plagons son sommet sur Oy, mais.
non & Vorigine 0.

Par_lu_suite, nous prenons le rayon du cercle comme umilé.
s = 1= 7 sera Iéquation du cercle. EC nous comparons 3 a parabole
@équation : y — 1-x%. Utilisons des bandes paralléles 4 Ox.

Dans e cerce :x, = Vi~ £

35 27w w1z esevR 9033 37132 Wiy 1esis GOSN 3B 23360
Vo5 5038 35T 29893 92233 48172 20123 12006 96301 17BuN 0374s
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Ei<la

autrement dit, A/R appraxime o de meillenre fagon que toute fraction
dont le dénominateur cst plus petic que B.

Les réduites sont des meilleures-approximations mais ce ne sont pas
les seules. Dans It cas du nombre 7 par exemple, on peut constaker que
1374, 16/5 el 19/6, situtes “‘entre” 3 el 22/7 sont des meilleures-
approsimations. De méme, entre 22/7 et 333/106, on trouve les 7 frac-
tions :

179 201 223 245 267 289 311
57 6 71 78 088 T 99

Liexistence de meilleures-approximations intercaldes entre les deux
réduites Py/Qy ot Py 1/Qy (et liée d la grandeur deay, - Siay y = 1,
il 'y en & pas. Par conre, si 4, ‘>2 il existe au molns une Mellleure

approximation, la fraction + Mais il peut en cxister beau-

Qni1-0n
coup. Entre 355/113 et Ia réduite suivane, il y en a 146. On démonte en
effet que le nombre » de meilleures-approximations intercalées entre
Pn/Quet Pry1/Qnayest s

A

+ e - Gt

ol @, - désigne le (n-+ 1)*T quotient complet.

Les réduiles sont néanmoins privilégides parmi les m
P 1

si = < =L alors P/Q est une réduite. On
| g Q

démontre d'ailleurs que de deux réduites conséeutives, I'une au moins

leures-

itie | P 1 " i
vérifie | 2~ x| < Lo et que de trois réduites consécutives, I'une
g M i a X
Vune au moins vérifie | £~ x| < —L— le nombre yEest 1o plus
g < g ¥

grand pour lequel certe propriéte est vriic,

3. Construction de nombres transcendants

On dit_ qu'un nombre récl o est ralionnellement. approchable 4
Vordre n s'il existe une constante K(eo) telle que Iinégalité

@ 12 ol < K1)

2
=
admette un infincé de souons P/Q.
S
» P fhoeer
AR Taocrml
B Q BQ BQ

227 02990 65925 706e2 95612 4ess 52053 ea%u 20785 4asae duado
5083307 01653 73385 53650 15353 arase 25818 31a1 12900 19992
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LE GRENIER

Dans ce chapitre ultime, un peu comme dans le grenier de nos grand-
méres, vous trouverez unc foule de trésors rangés 1a patce que nous
n'avons pas voulu (ou pu) les préscater ailleurs. Leur intérét et votre
curiosité les mettront 4 abri de la poussiére. Peut-¢tre une prochaine idi-
tian de ce joyau (nous parlons ici de tout ce numéro spécial 7) sera-t-clic
crichic d’autres articles, de vos contributions.

Mais vite, tournez Ia page

417 qumm tawes 93138 09103 Du2is 9SIe1 GIsie T9ms 90113 ek
W14 Shue 67473 17033 11437 Bs0ee 1as6s 0ns7 a13% 15627 07601
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Application e calcr des vohimes
Cone de révolution :

Voo she S o 2 3l Ll

Quand 0 devient “infiniment grend"" V,, tend done vers V.

3
par deéfinition (ou par évidenze intuitive),est ke volume du cne.

Sphére : Pour la demisphére : Vo = 7> (1= *2).0n 3 u que
2

fend vers - quand n tend vers Vinfii. done V = 2 71% (les 2 du

volume du eylindre).

N

5

;3 +

Parabolotde de révolution : V = rsf %, or
.

done ¥ = L atb (la moicié du volume du eylindre).

X
n

i 1

121 25eT D010 51T AILIE 94109 1199 32519 1070 0m2s 21280
VoL 76 AT TISw 29723 43677 1136 Seand Da0a ride TIvr
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Dans cette idemité
a) Si t'on fuit x

T on trouve facilement

Fig 6

qui rentre dans le cadre des formules de Bernoulli dont il st question a la
fin de cet article.

b} Si l'on fait x = T on trowve

3. Prenons pour T un “signal carré” péri
de la maniére suivante

fy - § llosaw0<x<x
9= 41 lorsque ~x < x <0
On obtient (s x # kn)
@ = Lsinx + & sin3x + Lsin5x
F) 100 = Eanx s indxos Linser

e

209 133 03911 w320 23360 71809 52220 Yoem2 SN2 TATI we02L
210 35508 00315 21266 33209 3136 73977 08155 35837 43555 1661





index-115_1.jpg
m

b) en remplagant le premier membre par
un point ot 1 est discontinue.

o0 L HG0  gp

Hea
Applications
1. Si T estIa fanction de périnde 27 définie par
W=lx s —rexar
le calcul des a, et des b, conduit  éerire (F) sous la forme
R T e Y
2 27w e Ry o
En particulier si x=0 on en déduit
F s
2. §i § estla fonction de période 2« définie par
0 =xs ~xexax
la formule (F) s*écrira pour tout x
B 4 4
F)  w=T acosx+ Heosam+ . cosnx + ..
®) =T dcorn + Foon + L2

207 1384 87137 7007 YOITE 79573 1043z 96305 66TDT 1aem8 63746
208 43937 DAZL 36308 57897 72330 ouETe uresz W1333 07592 0udg
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ot gy TAERLTAN L
© sinfrz 72 Zi1GEE - -0
Avee 2 = L on teouse 1a formale donnart
— 1 o ome
Avee 2= 4 on
- 1
bos
¥ 7”]'+

(On notera que ... —13, =7, — 1,5, 11, 17 ... est unc suite arithmélique).

Dérivons deux fois la relation (C) ; nous obtenons :
© LB PR
ERToE

on obtient

@ou

Pour obteni la valeur de 1a somme

s=do Lo by Lyl onaseparecndoux :
TR T T T3

1,1 [
il d o o
Fraar )+ & )

1l S'agit 1a encore d’une formule dc Bernoull.

213 asios 93132 0sess 907y 0792) Ym0z 20032 33007 01731 3e0de
210 25307 SBUT oucée TsuRd LesaT Te0er 14eds 33905 3134 dsede
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SiL'on fait x = 5 on tombe sur Ia formule de Leibniz

w1

Ed D
4 EE]

A noter que () peut s'obtenir & partir de (1') par dérivation.

4. Consldérans malntenant une fonction [ de période 2x definie
(orsque —7 < x < =) par

f{x) = cos e x (e fixé, non entier).
On trouve :
e gL

Nous uiliserons (F)

@ d’abord avec

1 1

Snwe T
soit en posant & = 7

(a rapprocher de la formule - m(1-Zy
U

1) ensuite avec x

corg xa = L 4 22

Posons encore @ = z

® = cotg 7z

1
B

Si nous dérivons les deux membres de celte formule (on a e droi
nous obtenons

211 02739 00749 72973 63543 6523 zamas
312 4557 27h6s S3enz 20787 35817 aests

a8ae0 51108 vacts 277
3853 19095 saess arsen
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Ce sont ces soucis 14 qui conduisent & faire de la statistique, comme
chaque fois qu'il s’agit détudier des populations nombreuses.

2. Tout le monde en fait

Pas nécessaire d’avoir un million de chiffres : les questions ont &é
posces dés que Pon s’est mis & calculer les nombres célebres (@i, ¢, racine
de 2, eic.) avec un *‘grand” nombre de décimales (grand : Cest-i-dirc
plusicars centaincs). Sans remonter trop loin dans Uhistoire (car il ya plus
d@un sicele que la chisse aux décimales est ouverte), voici un pelit exemple
assez récent.

Coest en 1951 ; on vient d'essayer la puissance des premiers ordina-
teurs (@u’on n’appelle pas encore comme 5a) en caleulant quelques mil-
liers de décimales pour = et pour e . Deux mathémariciens (de grand
Format) s’y intéressent : John Von Neumann ct Emile Borcl ; 'un ct
I'autre crofent pouyoir observer plusieurs pettes choses assez remargua-
bles (ils ne soni dailleurs pas du méme avis). Nentrons pas dans les
détails ; une phrasc de Borel (Comptes Rendus de ["Académic des Scien-
ces, Paris, 1951) sulfira pour avoir une idée du débat :

““Te signale une singularité, a priori assez.peu probable, paur les 2500
premiéres décimales de c , ...'on y trouve quatre scrics de dix chiffres
conséculifs tous différents ...”

3. Comment ?

Ta premiére idée qui vient, aux curieux conme aux cherchenrs, est
presque toujours celle-ci  est-ce que les dix chiffres sont également repré-
sentés ? Il w'est pas trop difficile de compter (ies machins s'cn chargent
fort bien).

Pour le premier million des décimales de Pi, voici les résultats :

les 0 : ilyena 99959
les 1 @ ilvena 99758
fes 2 ¢ ilvena 100026
les 3 @ ilyena 100229
les 4 @ oilyena 100230
les 5 i ilyema 100359
les 6 : ilyena 99548
les 7 ¢ ilyena 99800
les 8 : ilyena 9998
les 9 ¢ ilycna 100106

Premier constat : Ia répartition sst & pew prés équitable, caviron cent
mille occurrences pour chacun. (Certains diront méme que 5a ne les
Gonne pas 1)

389 26037 Wm0 85961 03307 941 53877 BesTu §9399 21285 99995
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Quand K tend vers Vinfini, Paire du polygone Ay tend vers celle
du cercle = 2. On obtient done :

. cosf . cos

Lcos ()

doix

]

il el
cost . con £ eon ()

e i
Viete choisitn - 4o § = £ cos 8 = /L etsina =
iéte choisit ddon s ‘tﬂ ~/2:lsm 1
Par ailleurs, il savait ave
sl T Ty
ws(£y= v+ Leoss
d’ou sa formule ““analytique’” qui comportc le produit d’unc infinité de
termes ¢

Notons que cette expression ne permet pas d'oblenir rapidement une
valeur précise de . Vidte luiméme, lorsqu'il détermina = avec 9 décim;
Ies, eut recours 4 la méthode d’Archiméde en prenant un polygone &
393 216 corés (6.2, travail pénible mais & combicn plus simple que dc
multiples extractions de racines carrées embaitees. Nolons enfln que Vidte
e se posa pas le probléme de la convergence de ce produit infini. Celle
ne fut effectivement prouvée qu'en 1891 par F. Rudio.

1B
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LES DECIMALES DE T ET LA STATISTIQUE

1. Pourquoi ?

Un million de décimales, rangées dans leur bon ordre : & cinquante
lignes de cinquante chiffres, ce qui est raisonnable, ¢a fait quatre cents
pages | Quand vous aurer four ca “'sous les yeux' .. mais Jusiemen,
vous ne aurez jamis “sous les yeux” : c'est trop gros !

Personne ne peut prétendre prendre directement connaissance de
cette énormite,

Peut-ére vous viendra-t-il Penvi de feuilleter, espérant trouver, ¢4
ou I, quclque "détail intércssant”’. C'est ainsi que & Ia premiére page
(aprts I sepl cent soixante et uniéme chiffre pour &tre précis) j¢ tombe sur
une belle séquence : *...49999998...” . Six chiffres 9 qui se suivent ! En
continuant patiemment, je trouverai peut-&tre dautres séquences de six
chiffres pareils, mais il faudra actendre longtemps (presque I trois cen-
iéme page) pour découvrir une séquence de sept chiffres identiques.
On aurait pu (est mains facile & Pceil i) chercher des séquences de chif-
fres tous différents : les plus longues peuvent aller jusqu'a dix chiffrcs,
mals y en a-1-l beaucoup ? La septicme dizaine (5923078164) n cst une 3
il dot bien y en avair d'autres.

Mais quelle que soit Ja trouvaille, faudra-t-l dire : “Comme cest
bizarre 1", ou bien trouver ga *'tout naturel”", ou bien encore “sans inté-
@ ?
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mots “coefficient” et “analytique™'). On lui doi enfin le premier “pro-
duit infini"" de Phistoire des mathématiques en 1593 (voir ci-aprés)

détermination de x repose sur Pidée fondamentale des Grees,

est-d-dire la méthode des polygones.

Considérons un polyeone régulicr & n c6tés inscrit dans le cercle de
fayon r . Son aire est égale 4 A, = nxaire (triangle OAB).

Aire OAB — OILIIA = rsing cosd

On adone

4 r#sine = 0 sing cos3

De méme Paire du polygone 4 2 n cdiés sera égale
Az, = Zn.aire (iriangle OAC)

—m.Lrms

suite

A
A _ A A A ok
e A Akay

y B ol il
cos o (5 )eos (§)cos (1)

93 gsace w1 81375 83001 06132 TSI 2798 66220 71721 59160
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Et on a besoin d’un indicateur qui exprime (globalement) en guoi ces
Gearts ne sont pus “tellement grinds”.

Le plus commade, comme I'enseigne Pexpérience séculaire des st
ticiens, eest de choisir

la somme des carrés des écarts
On trouve ici
550908

el pour savoir comment juger ce nombre (grand, peit, moyen ?) on va le
comparer & ce qu'on obliendrait si Pon soumetrait 4 la méme épreuve (on
dit * fest) chacun des nombres qui ont un million de chitfres

Oui * tous les nombres possibles et imaginables qui ont un million de
chiffres : bien que cet ensemble soit plus que gigantesque, l et bien struc-
turé, et il cst beaucoup plus facile qu'on imagine de ranger tous ces nom-
bres selon Pindicateur (somme des carrés des écarts). Ici encore on pour-
rait faire de petits exercices : ranger comme il vien d'aue dit tous les
‘nombres de cing (ou six) chiffres.

Cest ce quion appellera : étudier Ja “distribution”” de I'indicateur
choisi.

Quelques résultats, pour fixer les idées :

1) Pour I'ensemble des nombres d’un million de chiffrcs, la valeur
moyenne de la samme des carrés des cearts cst 900000 (trés exactement).

2) Mais il ¥ a un pen moins de cas au-dessus de I moyenne que de
cas au-dessous ¢ I valeur “médiane” de notre indicateur cst environ
34000 (I ¥ a & peu prés autant de nombres qui sont au-dessous que de
nombres au-dessus de cette valeur)

3) 11y.a (4 peu prés) 20 % des nombres d'un million de chiffres dont
Vindicateur est inférieur 4 550000,
Voila done notre million situé parmi ses fréres :

Vingt pour cent des cas possibles sont *plus réguliers” {somme des
carrés des écarts plus faible) et quatre vingt pour cent le sont moins

393 81729 7203 01067 6838 e2n0k D113 Gun2e 70073 5087 3T
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En Biologie, il admet la circulation sanguine, mais refuse fe rale des
contractions cardiaques, préférant penser que le mouvement sanguin est
i & Pébullition du sang lors de son passage dans le cour

Mas revenons aux Mathématiques : en 1631 il publie sa
“Géométrie”. Il définit ce que nous appelans les coordannées cartésier-
nes dCun point
... Je choisis une ligne droite comme AB, pour rapporter & ses divers
poini tous ceux de ceite ligne courbe EC ; et en catte lisne AB je choisis
un point A, pour commencer par i ce calcul. Je dis que e choisis et Iin
et Lautre, & cause qu'il est libre de les prendre tels qu'on veat  car encore
quil ¥ ait beaucoup de choix pour rendre I'équation plus courte et plus
aisce, toutefois en quelle Facon qu'on les prenne, on peut toujours faire
que Ia ligne paroisse de méme gene, ainsi qu'il e aisc de le démonrer
Aprés cela, prenant un point 4 discrétion sur la courbe, comme C, sur
Iequel je suppose que Pinstrument qui sert & e décrire est appliqué, je tire
de ce point C la ligne CB parallele 3 GA, et pour ce que CB el BA sont
deux quantités indérerminéss et inconnes, je les nomme I'une ¥ et
Pautre x ; mais afin de rouver le rapport de Pune & Pautre, je considire
s les quantités comnus qui déterminent la description de cetie ligne
courbe comme GA que je nomme 4, KL que je nomme b ... ct ainsi
Iéquacion quiil fallait rouver est ¥* = oy — %y + ay — ac dans
C est du premicr genre, comme e

laguele on reconnait que la ligne
effet elle n'est autre qu'une hyperbols
Notons au passage que c’est 4 Descartes que Pan doit I'habitude de
représenter les quantiiés connues par les premieres lertres de Palphaber
ab,cd et les inconnues par x,yv,2 - Notons aussi que Descartes n'attache
pas une importance extréme & celle représcntation : il n°y voit qu'un pro-
cédé ppéraloire pratique permel(ant de ramener 4 des calculs aluébriques
la géométrie des Anciens. Au reste, il Vinsiste guére et passe immediare
ment & la résolution du probléme qui le préaceupe,
 ce qui concerne = e les problémes de quadrature o de reciifica-
tion du cercle on trouvera dans ses papiers, apics son décés, la méthode
suivante, appelée “méthode des isopérimatres” : elle consiste & détermi-
ner Ie reyon d'un cerele dont le périmétre est fixé & 'avance. Pour cela il
part d'un carré, cherehe Ie rayon du cercle inserit daos I'octogone régulier
de méme perimetre puis recommence e doublant le nombre des coLés.

' METHODE DES ISOPERIMETRES

| On considére une suite de polygones téunliers Py, Py, ..., B, de
22,23, .., 272 cdtés, ayant tous pour périméire L.

B0z 413 39150 4SSN Saude 69113 Disda DRTRO 1912 S35
1o TEbeh VAT 41N T0NTE 2631 cdas) B09a8 bIeeT 416 04720
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On peut aussi préciscr cct *d peu prés” : on voit que cing chiffres
sont_au-dessus de la moyenne (cent mille) et cing au-dessous. On voit
aussi que les nombres obtenus qu'on appellera les ‘“fréquences™) ne
sPécartent pas irop de cent mille, puisque

P'écart est toujours inférieur & S00.

Estce peu 7 Bst-ce beaucoup ? 1 faudrait quelque point de comparaison,
car, comme on dit souvent, tout est *“refarif”’.

4 L twtiion
10 fat chlsir une rfirence. L ds ch e plu tradidonnels
i Dniees do okl £ po i oo b o I it s
ple) on va considérer l'ensemble de tous les nombres constitués par un
million de chiffres décimaux. Et on se posera (par exemple) le probléme
T e Tt e e o o 3 S
R e
“chaque chiffre apparail au moins 99500 fois et au plus
s

i on voulai se faire une petite idée de la nature de telles questions
arithmétique, on pourrait commencer par de petits exercices dentraine-
‘ment : combien y a-L-il de nombres e dix (ou vingt) chiflres 0 aucun
chiffre n'est 1¢pété plus de deux (ou trois) fois. Et les analogues.

1l agit d'une catégorie de problémes (appelés souvent : combinaloi-
res) qui sont assez simples, mais qui conduisen ieés vite 2 des calculs dou-
loureux (bien qu’on sache simplifier les calculs quand on n'a pas besoin
@une grande précision).

Mais on peut simplifier encore bien davantage en choisissant les
sous-ensembles d'une fagon, peut-éire moins “‘naturelle’’, mais certaine-
ment plus *“astucieuse”

L faut comparer les diverses fagons de notifier que les dix écarts ne
sont pas “trop grands’".

5. Carrés des écarts

Si le million €t partagé également entre les dix chilfres, chicun
apparilrail avee ls fréquence cent mille. Ce qui nous inléresse (pour e
moment) c'est amplitude des écares enire Ja fréquence de chacun des
chiffres ef ce nombre de cent mille.

391 6suze 16368 S48 A1726 09587 7usE? 61825 07275 99295 om931
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DESCARTE!
(1596-1650)

Néa La Haye, en Touraine, le 31 mars 1596, Descartes est sans doute
le philosophe rangais Le plus célébre.

Aprés ses études au collége royal de La Fléche, puis & Poitiers od il
abrient une licence de droit cn 1616, il choisit le méticr des armes, tout
abord en Hollande, puis chez le Duc de Baviére jusqw’en 1620, Rentré
en France en 1625, il y rédige le début des “Régles pour [a direction de
Uesprit”, recueil de préceptes asse généraux par lesquels ... on sera cer-
tain de ne jamais prendre le faux pour le vrai ... (Régle V)" ct dans
Lequel Descarles réve d'une sarte de science universele dont il convient de
décourir les lois : **Toutes s sciences ne sont rien d’aulre que la sagesse
humaine, qui demeure toujours une et toujours la méme, s différents que
saent 1es objets auxquels elle s"appligue .. (Régle 1)

Ceute phrase justifie, & c31¢ de ses travaux philosaphiques trop con-
nus pour qu’on y revienne ci, la parution de travaux scientifiques comme
Ta Dioptrique, o il expase L Toi sur les sinus des angles d'incidence et de
réfraction des rayons incidents cf réfracts. En Astronomic, il propasc
Thypothésc des “tourbillons'* pour justfier les mouvements des planétes,
hypouhiése qui sera contestée, puis batlue en bréche moins d*un siécle plus
tard par les partisans de Newlon. Descartes, en effel, 1’admeliait pas la
notion d’action 4 distance et ne supposait que des actions de contact, de
chocs ou de pression.

31 1711 96377 93131 73751 1uese sy1se 60MIe Jigsz I SNTIE
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T DANS NOS CLAS

SES

7 et Ia longueur du cercle

Tutilse des boites parfaitement cylindriques, des disques, des roues
de vélo. e préfere mesurer plusicurs fois le cerele fen faisant dix tours de
ficelle autour de ma bofle) et bien enteudu j'opére avee rois ou quatre
abjets différents.

Etonnement ou joic : e quotient C/D apparait bien comme voisin
dans chague cas de 3,1 e meme de 3,14 : il e reste qu'a affirnrer que cosi
est vrai el que la valeur de ce quotient ¢ un nombre désigné par 7 .

o D [
Baite 58,24 R I RETR <3248
Fond de hoite | 44 14 3,137 < <3148
Cylindes 17,60 559 | sa< <3,163
minoran( ¢ C . Majorant C
Majorant D < D= minorant D

et Paire du disque (et Le volume de la boule)

Les expérimentations sont plus ddlicatcs mais tout aussi indispensa-
bles. Nous signalons plusieurs approches Loute- aussi riches ; certaines
réclament un peu de matériel

271 52200 25701 62630 seuds 2651 90362 93201 99199 49828 5171w
312 S0 3130 §3320 29708 0cso3 1960 24171 6951 Sese6 e11d
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VIETE
(1540-1603)

Né en 1540 & Fontenay-le-Conte, en Vendée, Francois Viéte est
essentiellement connu_ aujourd’hui pour ses travaux mathématiques
Cependant, de son vivant, son renom devait plus & ses fonctions po
ques. Conseiller au Parlement de Bretagne en 1575, il est nommé maitre
de requétes en 1580 et démis en 1585, aprés quelques conflits entre les
familles de Guisc et d" Albret. 11 cst ensuite consciller d’Henri IV  partir
de 1589,

Sa contribution aux progrés mathématiques, outre un 1raité sur fa
résolution des triangles, est constituée essentiellement par “)Art Analyti-
que’”, ensemble de volumes oi Viéte met en pratique sysrématiquement,
en ulgibre ot en géométrie, 1a notion de représentation liutérale. En substi-
tuant des lettres aux grandeurs, il est done Iinventeur du calcul algébri-
que. Notons cependant qu'l rie considére, pour les équations, que les
racines postives.

On lui doit également une éuude des relations entre les racines et les
coefficients d'une équation algébrique (c’est d’ailleurs lui qui introduit les

1 AT AN mbex dra sedts 03203 19969 13130 26700 9859
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condiion “y o oy ot confuguts” impligus Pégalitedeby e byalrs 1

bye? 4 ..+ b

est non nulle,

2. Montrons maintenant que la propasition implique le théoréme,
En effet supposons que, contrairement au théoréme, on ait une relation
de Ia forme

89+ .. ta,e™ -0,

Qi s e sont des nombres alggbriques et les a; des nombres alaebriques
non tous nuls.

Formons le produit

Q = Mloag € + .. + ala) ™) ,

o ¢ parcourt tous les prolongements du corps Qltg ... &y, iy - ).
On voit facilement que Q peut &re mis sous la forme d'une expression
comme duns I proposition, mais Q=0, ol I contrudiction cherchié:

MM.

265 s 26723 32695 37302 10490 €729 96699 IMaz uenss 1umd
390 3103 416y 10a0 27es 6373 3075 20076 423u0 266es 91306
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1. — Utilisution de papier quadrilé

P g

Fie. 1 — Déerminasiyn expérimencle
T

Le quart de cercle est divisé en 6 régions : A,B,C,D,EF.

240

Aire (AUBUD)
At F = aire C

< aieF < 39

6< aicE < 13

294 < aire totale < 331

11225 06209 0365 5150 97157 35390 02039
$0024 38801 7661 03577 0aszs 02537

273 s9m1
B 20m ey

31535 19090
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Ce développement de Arcig x sera quand méme utilisé par
Abraham Sharp pour caleuler 5 avec 72 décimales, mais sou intérét
est ailleurs : 1a voie est ouverte ; on peut exprimer 7 comume somme
@’une infinité de termes. On voit alors apparaiuse de nombreuses autres
series.
Newlon obtient ai
3T
2

1 1

L 37 mrT M

£
155

en partant du demi-cercle de rayon .. O lui ot également l¢ dévelop-
pement de la fonction Are sin x ©

resinx —x ¢ L2, 13
ki 2% 245

Le lecteur trouvera dans “la chasse aux décimales™ de nombreuses
auires expressions uilisées par les calculateurs. Elles reposent essentiele-
ment sur Pexploitation rapide de Ta formule de Gregars. la plus connue
étant certainement celle de Machin :

pour 1 <x<1

I 1
Arg L~ Arcrg =L
s )
qui permit i Shanks de déterminer, & la main, 707 décimales en 1873, Seu-
s les 528 premieres étaicnt exacles.

L'ua des mathématiciens les plus prolifiques dans ce domaine fut
certuinement Euler qui, dans Vintroduction 4 ' Analyse Infinitésimale,
donne plusieurs dizaines de formules ol interviennent  ou ses puis-
sances.

Copendant, s contribution essenticlle 4 notre probléme réside dans
Ia découserte d¢ la relation existant entre [a fonetion exponerielle & et
Tes fanctions trigonométrigues sin v, cos % ¢ e = oS X + | sin ¥

Cette relation donne, pour , unc formule considé:
concision, comme P'une des plus belles des mathématiques :

par sa

T 1 od i=v-l
Notans enfin qu'Fuler, qui montre que ¢ ne peut étr rationnel, ct
par conséquent solution d'une équation algébrique du premicr degré &
coeflicients entiers, exprione ézalement I'idée que ¢ el 7 e sont peul-
Gtre solutions daucune équation algébrigue.
AM. Legendre, quelques snnées plus tard, Cerirs, dans ses Eiments
de géomiric - Il est probable que ¢ nombre £ 1'est pas mEme compris

I3 @720 3471 53600 31T 21641 21992 w583 0N ;1w 29745
30 59700 74301 93054 dusER SReSZ 69956 50027 21079 75093 02355
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e LES 01SEAUX
395 Mitvon. — Je veux taiser Lair ot vous ie diviser en
arpents.
Pistuierainos. — Au nom des dieu, quel komme es
Mézox. — Qui je suis? Méton, conen dans I'ilellade.
€12 Colon

Pustutamos.

1, questee ?
to00 MiTon. — Des régles, pour Vair. Bt d'abord sache que
Vair st paur Ia forme, pris dans son entier, pareil & un
Gtoufloir ou 3 pea prés®. Mei done, appliquant par en haut
cette régle courbe et y inscranl un compss... Tu com

Dis mai, 1 ces ifaires que th perios

prends?
Prsragratnos. — Je ne somprends pas.
Mirox. — ... Jo prendrai mes dinensions avec ute

1066 regle droite que Japplique, de maviére quo le corcle
devienne caerd®. Au centre il y surn une place poblique, oi
aboutirent des rues draites s Lo cemire
méme, et comme d'un sstce luismdme rond, partiront e
tous seus des rayans draits”

Prsmuiratnos. — Cet homme est un Thalés™" . Métun.

Moy, — Quy a-til?

Prsrukratncs. — Sache que o vaime. Bh bivo, crois-
mof, écarte-toi dovcement du chernin.

Mérov. — Quiy a-

Prsmrainas. —

, comime i Lacédémone, on chasse

* Méton, 6 renomund, ernitl, sétonns e Wl pas tont de xite
seconny, Quil Xagisee du by s Calons it o nord d Athinen
ou de In place 40 Cotons Kerunds At voisine do Igora (el
Migparration s, . Kohanleagh, I chee vat de peu dimporiance,
Ce'qut ntéresa ic, et In tagon pisiuants docier e poie [lllloce
e putts loalie, orben £ arben

¥ Aimophunt %8 Moqus & namvean des théurits du ghilssnghe
Dpthagocion Hippon 94ja raflinn dans Jex Neces o o airents

"+ Gsihdine jinscrios co cercle dunt un surrs,

+ < Guupures Lo plas de Thuri, derviné par Uigpodamos de
MiJet (Cortlus itolre Grecque, touse | p. 54D, traduction Houch-
Toclerea). » (Noto do Wiletws |

VLE Siua tarens des St

2019 95611 21290 21960 86103 MI1B1 5913 62977 47Te3 oM
1670 73111 43439 49837 29780 191 08973 17328 10026 Tren





index-219_1.jpg
2s

De meme : le roisibme 89793 et e soixante neusiéme 91715 (abebd).
On peut entin, toujouss pour alléger La besogue, mettre ensemble les deux
schéimas précédents qui ne différent que par ardre, ainsi que taus les
analogues caractéisés par : un seule répétition de chiffre. En cmprun-
tant Ic langage des joucurs (de cartes ou de dés) on dira  **unc paire” (ou
“ambe™).

Voici par exemple les figures qu'on peut retenir

— une paire : 14159, 26535 , 89703 ,
— deux paies ; 32823 , 64462 , 44288 ,
— un brelan : 69399 , 74944, 48111,
— pairc et brelan (ou **full) - 11881, G611 , 95559 ,
— carré : 49999, TTITT,
— quinte ; 33333

sans oublicr la septiéme figure : absence de répétition (les joueurs améri-

caios disent : “bust”", Mais il doit y avoir des fagons de dirc en frangais),

comme : 23846, 81279 , 37510,

Comptons alors le nombre des mors de chague figare. Voici ce guon
obint pour Pi :

Premitrs Premie: Promiére Feemitre

Ceatmae millier dizine centi

G de il il
Kien y 3 s )
Paire 5 i1 sons Ered
Dec & i 1o o
Brelan 6 ol 04 156
Ful o o s s
Curré o 3 & =
Qe ] o 5 5
Toral I3 o oo 00

i encare, pour savoir il y a ou non quelque raison de s'éonner, on
replacera la statistique qui vient d"Gtre faite dans Pensemble de toutes cel-
les qui sont a priori possible.

Serez-vous dégu si I'on vous di : ici encore, rien & signaler.

10. Et ce n'est pas fini

On pourrait inventer encore pas mal d’épreuves pour ce pauvre Mil-
Tion (et ses congénéres). Je me concentersi de signaler somaircuen
les qui se préoccupent de Fordre de succession des chiffres (usqu'ici,
vous Paver remarqué, an Sest borné 4 compter le nombre des appari-
tions).

403 92012 71133 92004 19739 83136 2573 e1606 32288 73810 13671
0% T34 50607 Saaa 17635 97597 4e193 s3EL sTaMT S9mad D766
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et Ia méthode des trapézes

Les trapézes intérieurs (figure 2 4 compléter) ont pour bases les
ordonnces ci-dessus de ¥ & ¥7

o+ 20+ ¥+ o 4 y9 = il X 4

S 2

ap i =
5) — 63,683345...

Comme précédenient on multiplie par 2, on retranche 49 pour
avoir un minorant de Paite du quart de cercle 78,366690... (en cm’)

Les trapézes “débardanis” s'obtieonent en
cercle en ses points dabscisse 13 5 et 6,5

et les Langentes au

377 asuT i3 12230 Ba0z 1ET0s 64035 seedy 62393 5119 1131
70 03111 4783 49115 93072 seaus asae3 s1938 36332 36992 BeTT
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O en deéduit :
294< = <331
Ce résultat asse7. grossier est destiné  faire comprendre la méthode.

On peut sans grande peine Lrouver un contour intérieur plus proche
du cercle contenant aite de 14 carceaux (612~ 6) de plus (triangles
hachurés) et un contour intérieur plus “'serre” (avec 12 carreaux de
moins), d'oi :

3,08 < ¥ < 3,9

17emploi de Ta méme méthade avee des carrcaux de 1 mm’ naus a
donné -

30072 < 7 < 31612

et In méthode des rectangles
On cherche un minorant ct un majorant pour
aire (AUC) X 2 - aire A

abscisses | ordonnes
o o
somme s,, 1 9,949874 sommeS, =
62,25408. 2 9.797959 65112631
25, — 49 3 9,539392 25,49
75,508117. 4 9,165151 = 81,225262
@oi Ie minorant 5 8,660254| d'oi le majorant
3.0203. 6 8 3,2490.
7 7.141428

240

0. < 5 <

275 78051 071 5004w 99917 71002 22013 35013 10601 61915 w1sEY
3% $a03 21177 92775 22997 a7uzs 31917 31352 2eirT B9sE3 3ies
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huit secteurs dun huitiéme pour d’autres ; également des secteurs d'un
seiriéme de disque. Invités 4 rassembler ces morceax comme s'il Sagis-
sait d’un simple puzzle, voici qu apparaissent deux figures (fig. 4 ct fig. 5.

@ MY

Fie, 4 — Quatts éusseblis Fia. S — Aves des szt de e

Et e lendemain en assemblant des tirs ou des neuviémes de disque
denx autres figures (fig. 6 et fig. 7) sont connues.

A\

. Y AN KA
/ /\\/\\ \

Fig. 6 Tros e dedisuue Fin, 7 v s seuitanes de i

I e reste qu'un pas & franchir pour trouver I'airc de la figurc §
(presque un rectangle), celle de la figure 7 (presque un Lrapéze). Les Cléves
le franchissent allegrement ! Et voici pour terminer quelques ligaes de
Paureur.

I am sure Archinede must have utiered “Eureka I” in much the
same way as these exultant Scholars triumphantly roared, “A = <R3,

In retrospect, 1o things seem ceriain, One, mathemarics has @ won-
derfu, beautiful consistency : and 1o, even speciul lessons. ure not
sacr
 Aire du disque ef perimeire du cercle Gauticle ceptis dans [CAR])

Tont comme Particle précédent, ce fexte a été derit par un enscignant
pour des enscignants.

ous est-il déja arrivé de lancer un serpentin ? Si votre réponse est
non, tournez Ia page, ce qui suit manque de sérieux. Si votre réponse est
oui, rappelez-vous le moment et Tes flanflons. Songicz-vous alars & Pire
du disque 7 i oui, vous me décevez. Sinon, faites-moi I'honneur de lire
‘mon article.

01 61537 00996 1suss 9a708 25985 10937 17126 21920 Mzss weniz
362 30331 1369 27435 4576 7007 18651 BOGs0 470 24113
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7. Aléatoire ?

Bien entendu les gens de métier ne disent pas ordinaire” ; d'ailleurs
e ne serait peutGtre pas une bonne image de marque. Lorsque Ia Rand
Corporation a mis dans le commerce son fameux Million elle Ia fait ven-
dre sous Pétiquette :

**A million random digits’
e qui peut se traduire on [rangais par ©

un million de chiffres aléaloires

Que vient faire I'aléatoire ? et devons-nous dire que les décimales de.
i sont “aldatoires” 7

Le mot “aléaroire” (comme son homologue *'random™) évoque le
tirage au sort (et tout e monde croit savoir ce que c’est). Or, 'est vrai, Ies
chiffres de Rand ont été, d'une certaine manire, tirés au sort (une espéce.
de loterie, ou roulette — dlectronigue bien cntendu — d'aprés cc que
disent les responsablos de L fbrication). Mais, on s'en doute, ce n'est pas
en jouant au loto qu'on a déterminé les décimales de Pi.

Tei, plusicurs étonnements, pour qui n'cst pas de la paroiss
1) pourquoi, dans des laboratoires apparcmment fort sérieus, voi
hommes de sciences organiser des loterics, ct. publier les résultats des
irages 7

2) une fois effectués des tirages au sort, pourguai éprouve-t-on l¢ besoin
de tester les résulrats ? S'ils sont vraiment ““aléatoires”” il 0y 4 rien 4 en.
dire |

3) en quoi peut-on dire que les décimales de Pi (du moins celles qu'on a
calculées jusqu'ici, car il en reste beaucoup encore “pew” connues 1)
“iressemblent” 4 des résultats de tirages au sort, de sorte qu'en lisant ces
décimales on “simule’” un tirsge ? Et qu'est-ce que cela nous apprend, en
ce qui concerne le nombre  lui-méme ?

On va répondre (sommairement) & ces trois questions, dans leur
ordre. Mais auparavant, i faut parler des autres tests. Car, on s'en doute,
pour déclarer que tel assemblage de chiffres est vraiment

ordinaire

on ne se contentera pas de la seule épreuve qui consiste & regarder fes fré-
quences des dix chiffres.

D'autres examens s'imposent. On peut en imaginer de toutes sortes.
On va donner seulement une petite idée de certe variété.

8. D'autres tests : premiére variante
Dans le Million qui nous intéresse (celui de Pi), tout comme dans

Vautre (celui de la Rand Corp.), on peut dire que 1es dix chiffres sont &

397 15101 02036 55535 22306 90617 98938 83990 15734 65102 P12
30 35000 SN 35030 6% Go%d %703 w060 Torde eosa aesit
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anden = (00 v2 39 X 2+ yedl

Sp = 63,898382

Comme précédemment ... pour avoir un majorant 78,796764 en cm?
LI < o< 31519

2. — Vous trouveres e pense un lyece technique, & défaut un artisan qui
pourra vous construirc les quelques éléments requis, & savoir ici un disque
(hauteur b, diamétre D) et une plaque carrée de méme hauteur, de ¢o1é D,
construite dans la méme matiére que celledu disque, Utilisez une balance
ayant une bonne sensibilté. Les poids P et P, du disque et de Ia plague
sont dans le méme rapport que leurs masses, done de leurs volumes, donc
de leurs sections.

1 me semble ici aussi impératif d’opérer avec phusieurs disques et
plusicurs plagues afin de ““détacher” la valeur obtenue de ce qui ne la
conterne pas (matiére de I plague, hauteur, ). Linvariant trouve four-
sl ici une boune approximation de /4,

[Une variante pour les léves plus dgés consiste & opérer des mesures
semblables avee sphére el cube ; Pinvariant oblenu est ici voisin de /6
bien entendu.|

D’autres approches de 7
* x ef les probabilités

Peut-érre avez-vous Iu Larticle concernant I'aiguille de Buffon dans
e livre, peut-sure aimez-v0us les probabilités ..., alors il est possible en un
asscz grand nombre de lancers d’approchier Ja valeur de celte probabilité

5
®- 2
ongucar de Paglle, om rouve bin P = 2). Cate méthode cs-clc
wilsle “en clasc” 7 To vous conseile ks forcement It ectare de
Tarticle de Hirsch [HIR] ; 1a Naiguille de longueur £ est jetée sur un dal-
Inke Sare e dimetson. . O proposs s 4 s uas ptle ronde
sur un tel dallage. Les probabilités ne sont bien sir pas les mémes.

i a, distance entre les lames de votre parquet, égale 1,

© Lluire du disque égale celle d'un rectongle de c6té <R ef R

L matiére de ce paragraphe cst due & Pexcellent article de Tamski
1IAM] que je résune. L'auleur monte un ban scénario. I fil rappeler %
ses éleves que la longueur du cercle est 27K ; leur demande de retrouver
les formules donnant I'aire du rectangle, et celle du trapéze.

Puis la classe est séparée en pelits groupes invités & découper dans des
disques de méme rayon des secteurs dun quart de disque pour les uns,

273 915M 19394 06093 T20AE 19668 36903 26356 1IAT Teeus 25760
280 73147 10885 96431 31337 496k 03529 21653 29230 76296 13023
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Du point de vue des fréquences de répétition pour chaque chiffre
(pour e momeat il ne s'agit que de cela) nous pouvons donc dire que
notre million

' RIEN D'EXTRAORDINAIRE |

(conclusion provisoire).

6. Le million de la RAND

La procédure dont les premiers pus viennent d'éire sommairement
deris n'est évidemment pas réservée 4 'élude des décimales des nombres
céléhres. Flle est dailleurs (avec quelques varianes) tout & fait clasique
depuis trés longtemps chez les statistciens (ct depuis ce qu'en a fait
K. Pearson en 1900, on Pappellc assce souvent : Test de Kbi Deus). Ce
west pas ici e liew de raconter I'usage qu'on en fait dans lessciences dela
nature comme dans s sciences humaines : une consommation considéra-
ble, et souvent abusive (ou méme “‘magique”).

iler un million de chiffres, ¢a ne se fait pas taus les jours : mais
arrivé au moins une fois. 1]y a une rrentaine d’années, des é
pes scientifiques de la *“Rand Corp’” (en liaison disaient-ils avee ceux de

Douglas Aircraft Cy ct de U.S. Airforce) ont publié, en un volume, **Un
Miltion de Chiffres””. On dira tout & Pheure pourquoi et comment.

Or, dans Lintcoduction du dit livre, les auteurs font ce que nous
venons de faire pour le Million de Pi : compter les 7éros, les 1, les 2, efc.,
examiner les ccarts. Tl trouvent

TN TR TR T R TR
s | 70 ) dal ) 18 ) S
et clcent a somme descars des darts

st © 1331632

i Pon veut situer ce résulial dans 'ensemble des possibles, il faut savoir
qulenviron vingt pour cent des nombres donneraient un indicateur plus
dleve

Bien que le résultat soit différent de celui que nous & fourni le Million
de Pi (el en quelque sorte, inverse), on comprend que les autcurs con-
cluent ici, comme nous Pavons fait tout & Pheure, que leur Million est un
million

“assez ORDINAIRE"
(en ce qui concerne les fréquences des chiffres, répétons-le).

195 J8652 4285 77525 SO0NT 9S20 4768 1TSS 4STOD 70503 17983
396 5898 76950 16124 97228 20803 03995 AI2) 9B206 93975 24936
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Soil A, le e ¢, du polygone P, , O le centre du cercle cir-
conscrit, OH, =, Tapothiéme. On sait que

o

Soit E le milicu du petit are A,B, ; le sepment qui joint les milicux
Ayyp e By de OA, et de OB, est le coté du polygone P, |
Ona:a, L

™

e Byt = oy =

Soient H, et H,,; les milieux de A,B, et de Ay, 1By ;) OH, =1,
OH,,, =1,

Dans le triangle rectangle OE A,

AnoiHyy P = EHy 1 H, 0 WX g
Remarque : (r, | =1,) X T, peut &re interpréeé comme I'aire
P
un rectangle, L=~ _ o

Pre T v

La suite des aircs st unc suite géométrique de rason 4

6151 6296 SRENS TIDZ1 61159 A1) 9TIKT ISIT 29741 67729
1) 1500 B0 ey U6 Conon 7698 23ee obmed sudns mrud
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Chague cercle est transformé en un segment * MM*, M est sur OA,
M’ sur DA

Nous pouvons faire un certain nombre de mesures et de constata-
tions. Ainsi B étant lc milicu de OA, B’ cst celui de OA” et Pon a :
AA” = 2BB’. De méme, si C sl tel que OA = 30C, alors

AA’ = 3CC, ete.. (Tig. 9)
A
7
ol |
Fig.0
OCB &
Posans OA = Ret AA’ = L et résumons dans un tableau les résul-
tats précédents :
R | & R
R [ B R R 1o
[ s I PN
L | L1 Lol
2 |3 n

Un tel tableau permet *“daffirmer” que la relation L~I(R) est la
proportionnalité. On écrira donc : L = kR

Lenambre k. peut fire déterminé, évidemment de maniére approxi-
‘mative. On trauve : 6,2<k <6,3

Mais il y a plus. A I"lasticité du papier prés, on admettra que laire
i disque est égale & Paire dn triangle 10, A, A, laquelle se calenle aisé.
ment :

1 1 i "
R soitot = L kRR = 1 kke, aire du disc
5 LR ot = KRR - aire du disque

Clest tout.

* O remarqera 1%/ que ks estrémés NI’ san o
arcite asse it leceniee O, done 1 st propartionns

s sue une droits § 2% que certe

286 10001 52676 93636 WETT 6130 17819 65937 39705 STasn Se1ny
e 63un S37e ez 2 3101 65936 04100 32 7T70 6
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de 84000 : I 'y & donc pes & s"étonner si, sur vingt tranches, il y cn a jus-
tement une qui s trouve 4 cette place. Sans Y voir une obligation, bien
sir - et, dailleurs, il y a aussi 5 % des possibles au-dessous de 16000, et
aucune des vingt franches de Pi ne 8’y trouve.

Bien entendu, toutes ces remarques pourraient &re faites en un lan-
gage plus savant, mais I conclusion serait la méme :

Découpé en vingt tranches égales, le Million de décimales de Pi ne
présente, en ce qui concerne les fréquences des chiffres, rien de
remarquable ; dans chague tranche les dix chiffres apparaissent &
peu prés autant I'un que 'autre, et d'une Lranche @ U'autre, sa
change un peu mais pas trop. Ces fluctuations étant justement du
‘méme ordre que celles qu'on aurait en faisant la statistique e tous
les assemblages possibles.

Cest encorc parcil avee un découpage plus fin. Par excmple les tran-
ches de dix mille chiffres. Au lieu de faire comme ci-dessus trols zones
(ume centrale (ordinaire) et deux extrémes) on peut, pour ensemble des
assemblages dc dix mille chiffrcs, faire dix classcs & peu prés cgaloment
nombreuses, selonla valeur de la somme des carrés des écarts. On s'atten-
dra alors, en examinant les cent tranches de Pi, & en trouver  pew prés
autant dans chacune des classes. Et c'est ce qui arrive :
o122 9 8 19 10 109 6
9. Deuxiéme variante
Aulieu de compler les chiffres un 2 un, on pourrait s'inléresser aux.
blocs ou *“mots” formés de plusieurs chiffres consécutifs. Si Pon prend
les maots de cing chiffrs cola rovient & étudier le développement “cn base.
cent mille”
‘Depuis 00000 jusqu’ 99999 il y a cent mille mots possibles d cing
chiffres. Dans notre Million, il y a deux ceat mille mots. On ne S'attend
pas & voir chaque mot apparaitre exactement deux fois, mas cerlains
plus, certains moins.
T serait fastidien de relever la fréquence de répétitian pour chacun
des cent mille mots (non pas l travail du tri en.machine, mais la lecrure et
le commentaire du résullat). Cest pourquoi on préfére souvent opérer
autrement, en effectuant un classement préalable des mols : on rangera
dans une méme classe les mots qui se “ressemblent””. De fels classements
comportent une assez grande parl d'arbitraire. Par cxemple, puisqu’on
st déja convaincu que les divers chiffres jouent a peu prés le méme role,
on mettra dans la méme classe
le premier mot de P : 14159
et le vingt cinquitme : 50582
et le centiéme - 94912

(ils ont méme schéma : abacd).

W01 2w 65390 BYIDN 7783 16132 1SWa2 BU6 25030 19077 $7%69
UDZ $5062 0343 73Es 14636 73630 70aus Sc00s 45313 ubes 13580
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VALEUR NUMERIQUE DE 1
DEDUITE DE LA METHODE DES ISOPERIMETRES

Polygone  Nombre de cdtés Rayon 1,
P 4 025
v 8 0,301776655.
P, 16 0314208715,
v 32 0,317286575...
v o 0,318054182...
v, 128 0,318245969.
I 256 0,315293109..
P, si2 0,318305895.
Py 1024 0315308895
oy 204 03183096356
Py 409 0318309844,

des valeurs approchées de L est 0,31830886..

105 GsTAI 97isz eR DA S1262 7037 NITe 65119 77774 16031
106 99085 SSe18 76397 92033 46195 21541 TIA3 SURSE wWIIu 56738
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Périmétre du cerele, uire du disque el (riangle rectangle

2%R o 7R?, deux formules que Pon apprenait, que I'on apprend
mains. Mais canment conduire des enfants 4 leur découverte ? On con-
nait la méthode des polygones inserits ct circonscrits. Je veu décrire celle
qui mest vemue & Pesprit un jour guc, jouant avee un métre de couturiére,
o lisais un maitre de Pinégration.

Premiérement, en enroulant un ou plusieurs serpentins, collés bout &
baut, autour d’un iaxe trés fin, vous réalisez un disque. Serrez Ios spircs,
‘mais pas trop ! Coupez ensuite Ie long d'un rayon et déroules les cercles

qu’a ce que vous oblenicz un triangle rectangle. Si vous n'aves pas bien
ompris, voici un dessin qui, je I'espére, vous aidera (fig. ).

i 82 1 nous avons coups sufant un 1ayan.
Cela naus o demand beaucous d¢ soin. Nows
avons ollé une Eaguecte B pour Tl opéce

A

Fig, 8.3, Voic nowre disque trnsforme en riange res-angle

OM A
I 9w 125Te S0 2009 61918 e TIONT w22 9u3s9 88380
60 Gojsd Jasui 9973 54243 J3647 59363 40352 2uae 5513 B2
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pew prés également [réquents (et 'ils 'étaient exactennent, on aurait quel-
ques raisons de s'étonner !).

11y a done un peu moins (ou un peu plus) de cent mille zéros dans le
million ; mais on aimerait vérifier aussi qu'ils e sont pas tous entassés au
méme endroit, ni méme par paguets, et qu'ils sont, au contraire, équita-
blement répartis tout au long de I suite. Equitablement ? ou, mais enfin,
pas trop céguliérement non plus | En d’autres termes on aimerait savoir
que les fréquences varient, un peu mais pas trop, tout au long du million.

Une méthode simple, parmi toutes celles qu'on peut imaginer.
1) découper notre million en dix (ranches de cent mille, ou vingt de cin-
quante mille, ou cent de dix mille, ou comme il vous plaira,

2) relever la fréquence de chaque chiffre dans chague tranche.
3) faire pour chague tranche ce gu’on a fait pour le million tout entier,
Cesteivdire controler la presque-égalité des fréquonces.

Camme toujours, on comparcra & Iensemble des possibles  priori
On devine, méme sans calcul, que pour Pensemble de tous les assembla-
ges, disons, de cinquante mille chiffres, la grande majorité d’entre eux
comporte environ cing mille chiffres de chaque sorte, guére plus ni guére
moins. I reste & préciser “majorité” el *‘eviron"”. Ici encore, on pourra
choisit comme indicateur a somme des carrés des écarss. I] ne reste plus
qu'a classer selon cet indicateur 1a totalité des assembliges possibles de
cinguante mille chiffres : il w'est pas difficile de voir que la somme des
carrés des écarts varie autour d'une mayenne de 43000. On peut dire
davantage, surlout si Pou se contente d'approximations. Par exemple, en
consultant des tables de Fonctians Gamma (ou des (ables de khi-deux) on
sanra que

— il ya un peu moins de S % des suites possibles de cinquante mille
chiffres pour lesquelles la somme des carrés des écarls est. inférieure &
16000

— 4 peu prés autant qui dépassent 84000.

Cela définit une zone (entre 16000 et 84000) ni trop régulidre ni trop
ircéguliére, gu’on peut appeler “‘ordinaire” ou “normal”, et qui ren-
ferme %0 % des possibilités d’arrangements de cinquante mille chiffres.

Or, si Ion cxamine maintenant les vinge tranches du Million de Pi,
on constate que la somme des carres des écarts y varic d'une tranche &
T'avtre (on s'inquiéterai si elle ne variait pas) : le minimum est de 16860
(pour la dix huitiéme tranche) et le maximu 92220 (4 a vingtiéme). Sauf
cette derniére, toutes les tranches figurent donc dans la zone *“ordinaire’”
que 'on a repérée d'aprés les Tables.

Mais cette vingtitme et dernitre tranche ? doiv-on la considérer
comme exceptionnelle ? On a dit qu'il y avait § % des possibles au-deld

29 02777 22610 25081 w9z 57650 aS0ET 20677 17357 12027 18020
400 33641 G603 77657 80311 46509 10341 30704 7 oumsy 51
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Tas1

)
H

Les consuructions suivantes en résultent :

en particulier,si 1=0 : r} =

Lorsque n_ augmente, le polygone P, tend 4 se confondre avec le
cercle de périmétre 1 = 8r, = 271, .

. L
Ainsi, 7~ lim Sk
ame ZF
Tes constructions avec la ségle et le compas permettent donc
d'approcher m avec une précision arbitraire.

103 0170 1161 1ases 39790 09283 23739 89070 €977 u22de 25082
108 2169 35730 17364 23001 53577 ea7ie Sizz2a o%era aotsn brer
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En appliquant les résuliats arithmétiques rappelés au début on voit

que le palyndme T1 (v )" a des coefficients rariannels et dane que
[}

Ty w)

1

R = I )
e

n
est de la forme Gy, w,) ol Gy, 2) est un certain polyndme 4 coefficients

rationnel. On en déduit facilement qu'il existe un polynome H & coclfi-
cients rationnels tel que I'on ait

i w; HY () = Hwy)
2 B B ) 3
i,
Draprés (i) et Ie choix de N los nombres 5, = ~——>1 sont des

[
enters aluébriques. De plus s o, el wpsont conjugués alars 5, ¢ 5;sonl
conjugués. En appliquant le fait que la valeur absoluc de la norme ’'un
eantier algébrique non nulle cst du moins égale & 1, on conclut que I'on @

S0IC Sy = 1 = S = 0

soit 18, = £ U* pour un certain b, 0=h=m
W= e ™

Enfin dans cc cas s somme T devicnt

Ty =™ £ Ry gt os b
h =g Ricolt =0 i m)

et d'aprés i) et (6) virifie

T, < cmer o =Dt
New+ix

Supposons qu'il existe une relation de Ia forme

by +
ety vérifient les contraintes indiquées ci-dessus. Par le méme
argument que plus haul on en déduit S, +T, ~0 pour k=0, ..., m, puis

nouvean S, =0 pour h =0, ..., m, ce qui comredit la relarion D30, Nous
avons dond démontré le vésuliat suivant

Proposition.— Si oy, ... ) est un ensemble de nombres algé-
briques distinct tel que les conjugués de chacun des o appartiennent &
cet ensemble et 5i by, ., by, sont des entiers non (ous nuls tel que s

267 90772 10T 08459 17092 B4BZ5 a4a2) 24076 83301 BeCR0 136
ik Gaess 1IN0 0368 RADSS U6dze G0Z1 5529 30950 00US0 11810
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Ona: PeTdon 7 < e quies absude car p>

On en déduit que € = T

Propusition I : Le rapport de Fsire du cercle au carré du diametre st envi-
viton de 11,
1

et propostion donne la valeur approximative de 22 du nombre

. Elle est une conséguence de la précédente et de la suivante et devrail étre
placée plus loi.

D'aprés la proposition 1, C — % et d'aprés la proposition 111 une

valeor approximarive de c et 2 o
Do I conclusion.
Proposiion I  “Le périmétre e tout cerle vaut L ripl du dinmetre aug-

menté de moins de Ia septiéme partie, mais de plus des dix soixante et onié-
mes parties du diamétre” en d'aurres fermes

P Sacesps

T

Eblisons que ¢ < (3 + L) d

Soit le crcle de centre E ct de rayon CE. On construit dans Ic plan
orienté eucldien le triangle rectangle en C, ECB, tel qu'unc détermination de

Ia mesure de Pangle (EC, E) soit —

rg.2

Soit D Vintersestion de CB et e droite bissectrice de Pangle (EC, EB).
Soit H Pintersection de CH et de Ia drofte bissectrice de 'angle (EC, ).
Soit K Vimtersection de CBct de la drojte bisscetrice de Pangle (EC, EF). Soit
L Vintersection de CI et ce a droite bissectrice de 'angle (EC, EK)

73 6922 6105 83632 13293 3099 ST0B 20us? 2390 70933 wA1eT
74 Gsusk SSuEl G716 0709 13w W92 audhs 1971 2axes 26a31
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effectif de ce nombre. Nous ne passédons daillewss de ce traité quune capie
relativement tardive et la pensée originale du savant syracusain nous est cer-
rainement parvenue déformée.

LLe traité se compose de trois propositions, dont la demidre donne un
encadrement de =

Proposition | : L'aire dun cercle est éaale & celle d’un triangle rectangle dont
n des cdtés de Iangle droit est égal au ravon du cercle et Tautre cdté de
Pangle droit & la circontérence du méme cercle.

Disignons par C lsire du cercle e par T celle du triangle rectangle. Stp-
posons que C soit strictement supérieur o 7 et posons C — ‘1 = A. On
appelle r fe rayan du cercle et ¢ 5a circonférence. Tnserivons dans le cercle un
polygone régulier apothéme ', de périmetre p' e d'aire I tel que I'on
ail C — P stiicienient infétieur A, ce qui est toujours possible (éléments
@Euclide, propositian 2, Livre X1

Dans l¢ texte &’ Archiméde an peut lire : *hiscinons dans e cerdle le
carré AC, divisons les arcs en deux parties gales, de sorte que les scgments
solent inféricurs & la surlace don le cercle excéde le triangle”

na P Taon K0 5 & e qui
onu P Tao IS e

s absurde ar p' < ¢ et
m<r
T fait que p soil inférieur & ¢ est ua principe aduis par Archiméde.
Supposons que C soit inférieur strictement @ T et posons T — C = A.

Circonscrivons au cercle un polygone régulier dapothéme r, de périme-
tre p, daire P, tel que P — C soil siictement inférieur 8 A,

Dans le texte &’ Archiméde : “Circonscrivons-lui un carré, divisions los
ares en dewx partics égales, et par les points de division menons des Langen-
s,

716711 3600 BESES 1619 310197016 $111 BES1T 1476 Srers
7h 55055 eShas deced a3 3823 7Iess 2011 43990 TeaTs vasas
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FHluygens obtient avec un trianle éqilatéral le méme résultat qu’ Archiméde
avec un polygone & 96 cités.

Ce progrés est un progrés essentiellement théorique qui améliore plus
s connaissances sur les fonctions circulaires que sur les décimales de 7.

Clest dailleurs un des derniers travaux séricux sur  utilisant Ja
‘méthode des polygones, la palme revenant dans ce domaine & Ludolf Van
Ceulen qui obticnt 20 décimalcs cn 1596. Sa femme publicra cn 1615 un
ouvrage posthume “De Aritmetische en Geomelrische fondamenten” ou
Ludoll donne 32 décimales exactes. Celte performance est sans doute d la
base des désirs de records ultérieurs car elfe valut & Ludolf d’attacher son
nom 2 , du moins en Allemagne.

La chasse reprend donc avec Ia découverte du calcul infinitésimal et
des séries. Nouvel outil, nouvelles méthodes : les mathématiciens se font
Tes dens sur x ct les Fonetians trigonoméiriques, Newton avee lc dévelop-
pement d’Arc sin et Arc tg ; Gregory, Euler et bien d'autres apporteront
leur pierre & Iédifice ; mais il faul reconnaitre qu'ils s'intéressent plus au
résultat forme ct général — la séric clle-méme — qu'au caleul de la valeur
effective de ces séries,

Ce travail ingrat sera luissé 4 d'aulres. Ainsi, Usstronome
Abraham Sharp (1621-1742) calcule 72 décimalcs avec un développement
@’Arc te, puis John Machin (1680-1752) en obtient 100 grice la céltbre
formule

darce LA L

qui donne en développant

x 7 1 1
R e e e

S PL I WS
339 323 5239
Cette formule resservira lors de I'apparition des ordinateurs.
Cest ensuite De Lagny qui obtient 127 décimales en 1717. Ce record.

tiendra jusquen 1794, date & laquelle Véga oblient 140 décimales, & Uaide
dun développement d°Arc tg i a Euler :

' 2 (2 2 4@
el 3 () v 3 () <1

Ce développement trés astucieux avait daillours permis au méme
Fuler de calculer, & la main et en 30 minutes 20 décimales en utilisant
™ 1 3
T osarc Lo+ 24y
O £ 7 ol

Arctgt

33 2971 0784 310975 35417 8011 472 36257 7u0R0 21307 88260
Tu 35533 93187 w727 37607 6702 26409 9a6r 0156 31099 D3ees
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On déduit de cette derniére inégalite
1

4673 -

b o 14688

d

> o 2
Pe | 153962

4673 +
'

cenfin £ <34+ L
a 7

sastsonsaee (11 )

Soit un demi-cercle de diamétre AC. On construit I triangle rectan-
B inserit, CBA, (el qu’une délermination de la mesure de Pangle

(AC, AR) sait — % dans un plan affine eucl

Soient D, H, K, L les points du demi-cercle tels que AD soi une bis
sectriée de (AC, AB), AH une bisseatrce de (AC, AB), AK une bissce-
trice de (AC, AF), AL une bissectrice de (AC, AK).

On désigne par ag le cité du polygone inscrit de n otés. Ona
CB =2’ CD = 8’ CH = 2’3, CK = a', CL = 2,

Fig. 3

Archiméde pose Iinégalite

AB _ 1351
cB "~ 7m0
Pour Pétablir il suffit de remargquer que :
. oper 51
ADT _ ACBE g e (151)7 1
B RCE R0
Soit I Mintersection de AD et BC. Des relations trigonométriques
dans les wiangles recrangles CBA et CDA montrent que : 1. = AD.
BE O DC

AB _ AC 3
or AR @apres Tes propriétes des hisscctrices dans le triangle ABC
A~ p s les prop gl

21 va093 1w 80307 0TS 21120 1910 20030 0TI 76211 91D
6 U323 32151 60uz wwus 66176 6938 95338 cavve 112 aness
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WANTED

DEAD OR ALIVE

10,000,000
DIGITS

LA CHASSE AUX DECIMALES

A ce jour (25.2.80) le développement décimal du nombre x est connu
avee la précision assez étonnante de 1 000 000 de décimales. Par ailleurs,
Ia meillenre précision des mesures, en physique, n'excéde pas 1012, il est
donc évident quune telle précision, pour , n"a pas pour obict Pexploita-
tion physique. On peut donc Iégitimement se poser la question de intérét
une telle quéte et des motivations des *chasscurs de décimales”.

Durant la premiére période, géométrique, il s'agit de préciser la
valeur de ¥, disons par désir de connaissance. Unc fois démontré la cons-
tance du rapport du périmétre au diametre on congoil aisément que la
détemination effective de ce “‘rapport” devenait un objectif de choix,

A cc propos, signalons que si les sujcts d’étude des mathématiciens
ont chang, les réflexcs demeurent les memes qu'il y a trois mille ans et
que les travaux setuels ne manguent pas dans ce seas.

Ainsi, en algébre, de nombreux mathématiciens *“chassent” les arou-
pes sporadiques avec une ardeur étonnante. Il est vrai que c’est une ques-
cion importante de la théorie des groupes T

Revenons & x. Une des raisons de la quéte aux décimales éiait sans
doute I'espoir de Ia découverte 4 une périodicité dans son développement.
Ajoutons également que les sujets de recherche éraient peu nombreux et
que la découvrte d’unc nouvelle méthode (celle d*Archimédc) poussait
les mathématiciens & en tirer 1a subtantifique motlle. Ainsi, on raffinant
Pestimation de la mesure d’un arc en fonction de la mesure de Pangle,

371 90066 SU0BD 61140 TIIST 72570 56307 29400 43294 03024 20ush
37 Ul6Se 54797 38705 ABSSE Duuse 64720 F2763 Thaow 4433 179es
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On désigne par a, le demi

dle, den cblés, Alors €8 = ag, CD = ap, CF
Archiméde aifirme ingalicé suivante sans Ia justifier
CE _ 265 ot . 265
0] CE 5 28 i £ >
s e T s
Pour I'eablic il suffit d'éerre que :
B _BE-CB . goque [2E)1-y- 2
B o 153 155
En oute les propridés des bissectrices dans le triangle BEC donnent
BE_CH  BE1CH _ BRCE_ CE CE

BEHCE, 2+ <E crpe - 200,
BD <D BD+CD  BC €D BC

En tenant compte de Pinégalité (1), on établit I'inégalit
CE _ 5T © o S
ST o
ap 153

@

)
En se plagant dans le triangle CED, on peut déduire que :
349 450

153
d'ou en prenant la racine carrée par défaut de 349 450 au moyen de la

méthode indiquée par Héron dans Je § 1 du chapitre 2
1
s+
DE ¥
) 153
Les propriétés des hissecirices dans le triangle CED donnent 3 pré-
sent :
DE _ EC , DE+EC _ DE4EC _ EC
DH  CH  DH+CH DC CH

Ce qui permet d'affirmer, en tenant compte des inégalicés précéden-
tes que

162 4 L 1162 4 L

o) o NG VR P il
CH 153 s 153
En réitérant le procédé que nous avons utilisé, on démontre que
1 L
5 BM+ 234 4 4
@ Lo T gl T2
[E3 153 2a 153
. cE
5
) =

T 23126 09929 97120 AN} 51326 SUB3 E2301 19328 97983 4TI
70 58163 aruzn 1083 01201 5250 37309 B52ud Tamid 0013 27484
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Et le nombre 7 ? Mahler, un mathémaricien allemand, démontra le
‘premicr que 7 w'est pas un nombre de Liouville (bien que  soit transcen-
dant). Tl démontra en fait Vinégalité

|v=p/al = a4 pour q =2
Depuis, on sait que x vérifie
7-p/al =q

pour g =2

do T wathoumews
{mais La /re«M.mt &ha 1)

L

oo T haws UE

251 70912 5263 53150 31003 3032 SINT waiss 96917 45027 9
32 1000 %G 3933 ke 23301 S1is 03683 447 eaims dan
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On doit également_ mentionner une Lentative interessante o Anc-
phon, améliorée par Bryson, lous deux contemporains de Socrate.
Antiphon inscrit dans le cercle un carré, puis double le nombre de cdtés
jusaa ce que le polyzone soit indiscernable du carcle. Comme on sait
Construire un carre de méme aire qu'un polygone régulir donne, la “qui-
drature est résolue’ (du moins avec une précision aussi grande qu'on le
veun)

Kiryson ameliore fa méthod en wifsant des polygones inse
Gonseris t en prenant la mogenne des aires correspondantes.

Bien que ces deu méthodes ne semblent pas avoir conduit 4 une
valeur wumérique de , et bien qeles ne répandent pas cxectement wu
prabléme posé (clcs nécessitent un nombre infin dctapes), cles révelent
cependian implicitement une notion importante : celle d’encadrement

Nous verrans plus loin Pusage aqwen fera Archimede, mais nous
devons dire quelques mots du travail &"Hippocrate de Chio, qui vivail &
Athénes dans Ta seconde moitié du V sitele avant 1.-C.

Hippocrate (a ne pas confondre avec Hippocrate de Cos, le médecin)
est le premier a avoir réalisé la quadrature de figures curvilignes, c'est-
dire limitées par des ares de corcles.

Sur Ies ctés d'un
triangle rectangle
ABC, il construit
les_demi-cercles
ABC, AMB ct
BNC' et montre
que la somme des
aires des lunules
AMB et NBC est
égale & celle du
ngle ABC

g2

il triangle cst cn plus isoedle, Tes lunules son Ceales t par consé-
quent chacune dells st daire Geale & celle de ADB. L'idée de quarrer
des unules étil excellente et aurait peemis Lo quadsature du cercle qui
west qu'une lunule partieulire. Malhcureusernct, Hippocrate ne réussit
que pour des lunules trés particuliéres. La question de déterminer les
nnules quarrables fu reprise hien plus tard par Th. Clausen en 1840, qui
découvrit quatre cas supplémentaires (L.andau devair d'ailleurs montrer
que dews des lunules de Clausen raient d¢ja connues d'Hippocrate)
Notons au passage que c'est aussi a cetle époque que le probléme de
1a quadrature apparait dans fa licérature sous la plume o Aristophane.

3 Goose 0271 vsasa se0mz TEST T4z 75778 Semn Tiear 17eT:
AT R T R R R S
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DEUXIEME PERIODE : 1’ ANALYS

Avec Pinvention du_calcul infinitésimal par Leibniz et Newton
durant la seconde moirié du XVIT¢ siécle, I'étde de = change daspect.
Létude géométrique (ou numérique) des polygones a produit I'essentiol
de scs résultats, cf Ies raffinements de Sncllius ou de Huygens semblent
& le maximum que ces méthodes peuvent fouroir.

‘analyse, outil nouveau sur lequel s’exercent les plus grands mat
fens du temps : Pascal, Fermat, Cavalieri, Gregory, etc., va con-
duire a de nombreuses expressions de w sous forme de séries.

Les premiers travau dans ce sens sont ceux de John Wallis (1616-1703)
qui cherche lui aussi Iaire d'un demi-cercle. A la différence de ses prédé-
wesseurs, il part de I'équation cartésienne du cercle et chierche & en évaluer
Faire en considérant Ja justaposition de pelits rectangles. 1l obtient ainsi
a valeur ©

2.2.4.4.6.6.8.8.
[ExExzas
«expression qui a I'avantage sur celle de Viéte de n'utiliser que des opéra-
tions rationnelles.

On ot ot . mme épos s dvcloppment o raction coni
e et Lord Brouncts
a——
.4 T

ki

3

dont la validité sera démontréc par Euler. A €01 de ces deux développe-
‘ments infinis, c'est & ce moment gue James Gregory (1670) puis Leibniz
(1673) découveent indépendunmrent le développement en série de la for
tion Arcrg x ¢

Arete x

qui conduit pour x=1 &:

b TR R I |
argl=%o1-4L-L4 g

appelée formule de T.cibniz e publiée en 1674,

On peut penser que Gregory avait vu ce cas particulicr mais qu'l a
négligé de le signaler car il ne permel pas d’obtenir une précision effective
sutisfaisante ("obention de 5 décimales demanderait le calcul de 5 000
rermes),

31 9333 6702w s2i0e 7216 20869 ss0ze 0503 8101 93sa1
IR 00 e fi0ze TR 7326 31315 9207 0az89 97273
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i 50 bt e vl s L. o
ar exeds avee une erreur inléricure a 4 !
. e 8 &
On it operation, e douban e nombe s s d pobgone
régulier el en gardant le périmetre constant égal & 2.

Si AB est un c6té du polygone régulicr & n_cotés de centre O, on
trace OH médiatrice de AB qui coupe e cercic en C. Soit H le milieu de
HC, A celui de AC et B colui de BC.

Alors 1a787] = LABL e B est un coe au polywone & 20 cotés
cherché.

Soita, le rayon du cercle inscrit du polygone régulier & n ctés de
périméice 2 et 1, le rayon du cercle circonserit.

Alors  |OA| = |0B| = 0G| 16R | o
I6H] = 2, 16|
Comme H” est le milieu de CH, 2 [OH'| = |OC] + |OH] soit

Ea remarquant que H' est la projection orthogonale & A en OC, et
A’ celle de C sur OA" on peut écrire

GA*.0C = OH'.GC - OR%
dair 2y, = @,

ey = 4 et r = L (7 on pourra caleuler tous les
Sachant que # 4ty = 4\ on alculer tous I

léments des suites T et 4 et Pon aura

P L

done plus n sera grand, plus Verreur commise sur - sera faible.

@ 09907 95w 1612 55975 6751 TS TH26 Geus 71917 wsant
35 29981 49903 D462 54703 2631 0730 4areY 49873 Seciy 88301
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TRAVAUX D’HERMITE ET LINDEMANN

CHARLES HERMITE
(1822-1901)

Charles Hermite naquit & Dieuze, en Lorraine, la veille de No# 1822.
1Lt ses études au collége de Nancy, puis a Paris au collége Henri 1V et a
collége Louis Le Grand, o il eut Ie méme professeur qu'Evariste Galoi
quinze ans auparavant. Tout en suivant les cours du collcee, Ic jeune Her-
mite allai fire 3 Ia bibliothéque Sainte Geneviéve le **Traité de la résolu-
tion des équations numériques’” de Lagrange, et il achetait avec ses éco-
nomies la_traduction frangaise des *'Recherches arithmétiques” de
Gauss : “Cest surtout dans cos deux livecs, aimait-l plus Lurd & répéler,
que J'ai appris Palgébre™. Lo premicr volume des Nouvelles Annales dc
Mathématiques, fondées n 1842, renferme deux notes signées de Charles.
Hermite, éléve du collége Louis Le Grand. En 1842, Hermite entre &
T'Ecole Polytechnique. A trente ans il Sl A considéré comme un des.
meilleurs mathématiciens de son temps. LI fut successivement professeur &
I'Ecole Polytechnique, au College de I'rance et enfin a la Sorbonne ; son.
enseignement trés vivant et sa volumineuse correspondance eurent une
influence considérable. Ll avait é16 élu A P Académie des Sciences 4 trente-
quatte ans,

En algtbre, Hermite prit une part active aux premiers développe-
ments de la théorie des invariants, inaugurée par les mathématiciens
anglais Arthur Cayley et James Joseph Sylvester ; ce dernier pouvait
plus tard : **Nous formions alors, Cayley, Hermite et moi, une

253 2323 98326 11191 23009 20252 56190 20526 30763 91747 72T
FHE R H IR S I AR SR T PR
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8359055605
0174607671
5411048994
0541025574
0841753501

5279693390
4g93ua3070
1205631158
4804435795
43¢4523035

1836547971
€010803728
1501527089
7870215367
4470201280

5375830688
3000058236
19373R4731

5007538435
1762278734

4431322159
0410348481
3607852480
8847784255
4220184560

9900038667
9377930211
2741680228
6335445305
124218015

Chronologie des caleuls du nombre x
2000 Babyloniens

~ 2000 Egypriens

~ 1200 Chine

500 Bible (I Rais V1)
~ 300 Archimede

1 2¢siécle Prolémée

3¢siécle Chung Hing

Wang Fau

263 Lui Hui
5¢ siécle Tsu Chung Chi

Arijabhatta

1414 Al-Kashi’s

1596 Ludolph Van Ceulen
1699 Abraham Sharp
1719 Fautet de Lagny

1794 Bacon Georg Von Vega

1844 Zacharias Dahsc
1847 Thomas Clausen
1853 W. Lehmann

8 2609 11749

vl

VIO
142
45

157750

5382879327
5225565548
orrs0sse
1734586357
0012507328

6275660627
0586152030
5193752739
4523787125
8851382830

205

8294890967
€364342825
8314985159
7233343834
7353036837

1358995423
2635878255
5585298184
4356381523
731028522

31415926 < 7 < 3,1415927

G283
200

16 décimales

35

72
127
136
200
248
261

50721 21238 wrsa mress

S8 93073 32333 0348 uesd 87302 93026

72961 w2385

ass 52090

85964 30137

19375 uzses
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Les cateuls effectués sur HP 97 nous obligent & nous arréer A
sang ; en effel NOUS (rOUVONS Pz < D sy - Cele anomalie est due 2
un usage hois linite, & des effets de bords, des débordements ds capa-
cité : les erreurs font boule de neige par itération.

Ou aurait pu faire le méme rajsonnement en partant comime Archi-
méde d'un triangle équilatéral inserit et d’un autre exinscrit. On aurait
trouvé

Cercle de diamétre unité

Perimétre Périmeire
Nombre des des Moyenne
des cbiés polygones polygones  arithmétique

inserits circonserits
3 2,5980762 5,1961524 38971143
i 3,0000000 34641016 32320508
12 3,1058265 32151900 31606082
2 31326325 11596673 31461499
43 3,1393546 31460919 31427232
% 31410369 3,1427201 3,1418785
192 311414569 3.1418776 31416672
384 31415625 31416675 3,1416150
bl 31413883 31416153 31416018
1536 31415918 3,1415946 3,1415932
En continuant
indéfiniment  3,1415927 3.1415927 3,1415927

Archinede. dans Ie texte que nous avons, poussa les calculs jusqu'a
la sixiéme ligne et, daprés Héron ¢’ Alexandrie, il alla méme plus loin

Autre méthode par des poly
érre py=2 el les cercles inserit et circonserit

Soit un carré de pe
Soit. a1, le rayon du cerele inseril et 1, eelui du cercle cireonserit.
Onu: 2ru, < py < 207,

R

61 6332 85970 s69m3 0235 20893 30657 5406 95N 71637 7525
Bi 30217 uas) 21581 40028 01262 26591 11021 6uTis 50979 23925
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dans e cas contraire. Ce n'est qu'en 1844 que Iexistence de nombres
transcendants ut démontrée par Liowville. En 1874, G. Cantor, le eréa-
teur dela théorie des ensembles, démontra que *“la plupart” des nombres
réels sont ranscendants ; en fait il démontra que Uensentble des nombres
algébriques réels est denombrable (c’est-a-dire peu: éire mis en bijection
avec les entiers) tandis que Iensernble des réels ne Pest pas, Ainsi un nom-
bre rél 4 une “forte probabili” d’élre Lranscendand ; mas et une
toute autre affaire que de démontrer qu'un nombre domné est transcen-
dant ou non. Les nombres les plus intéressants a étudier du point de vue
de la transcendance sont ceux qui apparaissent dans Panalyse classique *

La premiéce coustante de Uanalyse dont la tanscendance fut démort-
trée st le nonibre ¢ . Le résultat fut obtenu par Charles Heraite en 1873,
grice 4 une uilisarion (72 ingénieuse de la théorie des fonctions,

Restait la question de la transcendance e 7. A ve sujel Hemile iri-
vail : *J¢ ne me risqueral pas & essaver de démonirer Ia transcehdance du
nombre x. Sidautres entreprennent, nul 02 sera plus heureux que moi
de leur «éusite ; mas, croyes-mol, mon cher ami, cela ne manguera pas
ds Tour cobter quelqucs clforts””. Pourlant, I transcendance dc x ful
démonizée en 1882 par le mathémativien ulcmand Lindeminn, cssenticl-
Tement gede & 1 methode introduite pa Hermite. Voici Pintoduction de
Varticle de Lindemann - “Devant Uinsuccés de st nombreuses (entatives
faites pour résoudse s quadrature du cercle avee la régle e ke compas, or
considére généralement comme imposible la solution de ce problime
Cependant on a seulement établi Pirrationnalité de = et de 7°. L'impossic
bilité de la quadrature du cercle sera prouvée si Pon monire que i peut
atre racine daucunc iquation algébrique & coellicients rationnels : objet
de ce qui suit st précisement d’en apporter la demonstration””

Depuis on a démontré en particulier la transcendance des quantités

ivantes : Log 2 (Weicrstrass, 1885), ¢” (Gelfond, 1929), 2% (Gelfond,
Schneider, 1934), Log 2 + x (Baker, 1966), T(1/4) (Choodnovski, 1976)
Mais on ne sail méme pas si ¢~ est rationncl ou non. Pour plus de
détails sur les résuliats obtenus dans cette belle théorie le lecteur est invité
& consulter 'article de M. Waldschmidt et J. Vélu, “Les victoires de la
transcendance” paru dans le journal *‘Lu Recherche® de décembre 1977
(a7 84).

Références. [CAN], [HER-1], [LIN]

257 96308 79156 12211 66912 20641 39117 76732 28326 waise asfes
I35 18654 52226 81268 57268 w536 B2 18107 B8MG1 676R1 a20wD
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invariantive” . Hermite décousrit Ta “loi de réciprocité’
de formes binaires de degrés différents.

entre covarians

En analyse, les travaux d'Hermite portent la marque de son lempéra-
‘ment d'algébriste. 11 s'intéressa surtout 4 Ia théorie des fonclions ellipli-
ques et des fonctions abéliennes, dant il aimait particuliérement explorer
les liens cachés avec algébre ct la thoric des nombres. Un de ses résul-
tats qui frappa Ie plus ses contemporains est la sésolution de Péquation dus
cinquitme degré A aide des fonctions elliptiques.

Tlermite peut ére considéré comme e fondateur de la théoric arith-
métique des formes quadratiques a un nombre guelcongue de variables.
Ses sésultats fondamentaux dans ce domaine sont (rop nombrex pour
&ure exposés ici

Eufin, en 1872, Hermite démontra la transcendance du nombre ¢ ,
grice 4 ses recherches sur les fractions continues algébriques, ¢t sa
méthode st restée presque 1a scule dont on dispose encore aujourd'hui
pour aborder les problémes de transcendatice,

Vers la fin de sa vie, Hermite se monira tés réservé vis-i-vis des idées
uvelles introduites par Cantor et d’autres. Clest ainsi qu'il écrivait &
Stieltjes : **Je me détourne avec effroi et horreur de celte plaie lamentable
des fonctions continues qui n°ont pas de dérivée”.

CARL LOUIS FERDINAND LINDEMANN
(1852-1939)

Lindemann est né le 12 avril 1852 & Hanovre. De 18704 1873 il a fuit
des études & Gottingen, Erlangen, Munich, Londres et Paris. i cnscigna &
Fribourg et Konigsbers.

Avant son célébre mémoire “Die Zahl x° paru en 1882 aux Mathe-
watische Annalen, il avait rravaillé sur diverses questions géométriques.
A fa suite de ce suceds il consacra surtout scs efforts 4 I'étude du grand
théoréme de Fermal

LA TRANSCENDANCE DE 7

Rappelans ga’un nombre complexe est dit algébrique s'if est racine
'un polyndme ron nul & coefficients entiers et qu'l est dit transcendant

255 11126 13035 s30Tt 38101 10232 67997 Tsew 0zuge 24032 26483
56 u6u17 66363 90663 73578 81349 20453 2240 81572 73560 71383
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1873 William Shanks () 07
1947 D, Ferguson et
IW. Wrench Jr 808 (Machine de bureau)

1949 Smith et J.W. Wrench Jr 1,120 (Machine de bureau)
1049 Georges W. Reitwiesner 2,037 (ENIAC)
1954 $.C. Nichoison et

1. Jeenel 3.089 (NORC)
1958 (junvier) F. Genuys 10,000 (IBM 704 / Paris)
1958 (mai) G.E. Felton 10.021 (Pegasus / Londres)
1961 {aoit) D. Shanks et
J.W. Wrench Jr 100.265 (IBM 7090 / Washing(on)

250,000 (IBM 7030 / Paris)
1967 (Fevrier) 1. Guilloud et

M. Dichampt 500.000 (CDC 6600 / Paris)
1976 1. Guillond et M. Rouyer  10¢ décimales oy

1) L désmales bt par Shanks rnaienten 1937 a oupalede sl d Palis e
T Dfoierte. T décimalos rrandes Foren corigées s Ia publication e Ferguson duok
e 'an puise lire encore aujourd huf dans Iy teraure.

385 75579 TIaM3 92063 W0JeE 81799 21309 Juevz WuTAT 33509 73306
86 1679 32007 26568 7076 06263 39193 41955 003 suzt 67631
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De ta formule () — ¢ résulte I elution
m [Ew e dy = ~Fexpem
On considére auss les fonctions

Pot P

A = R, wy) L k=0dm

&
11 gt [F
Ry = x0T [Py oy
«
De (1 sésulten s idenités fondamentsles e Hesmite

2 AT AR ET SR

2. En éudiant les dérivées de I' aux points wy, on vérifie que les
A3 sont des polynoones dont le terme de plus degré vaut

BT gm0 P

De plus on voil que Ay est aussi un polyndme en wy, ..., v, de la forme

AW =TT Gy a0 Gy afw

iy
oit A} est un polynéme & coeffiients entiers.

iinition des Ry conduil aux résuliars suivants : Ry jest ime
foncrion_entizre_qui_saRnule pour x=0 au moins A" Poidre
Dot e By 1, il existc unc constantc ¢, qui ne dépend que de
X2y oo iy telle que Ion aic

IR 0] s o'~ Pmt!

3. Application des formules dlermite
1. Dans les formules precédentes on fait x= 1 et pour simplifier an
pose A, = A1), Ry, = Ry (1) . Soit q un entier posirf au plus égal
4 m et soient g~ nombres by, ..., By De (2) résulle la relation fonds-
mentale
a a 4
A, ¥ b ok - B -
€A E b= B Aty 6T X Ry by
o X b Al AN

261 wrase 19316 see1y 99199 seaze 2887 2706w 1362 22179 92090
362 31760 Bsuzs su3) 19356 19891 68125 Cazen OWDDG 95211 96370
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Revenons aux chasseurs. Aprés Ferguson, le premier caleul sur ordi-
nateur fut mené en 1949 sur Eniac (Electronic Numerical Integrator and
Computer) il permnit d'obtenic 2037 décimales en 70 heares en udlisant la
formule de Machin.

Les records suivent alors 'évalution des machines comme en témoi-
gne le tableau ci-joint. On utilise toujours les développements d’Arc tg
connus au XIX® siécle el P'on peut dire que, jusqu'au record actuel de
1. Guilloud et M. Bouyer : 1.000.000 de décimales cn 1974 sur CDC
7600, les gains de temps sont proportionncls aux performances des
circuits

Le caleul de 1. Guilloud a &

ffectud & partir de la [omml«: de Gauss
x_ 3 Lyl s
23 pegd s Lacel - S A L
Ty NEy B3 - A
Le caleul  demandé 22 h 11 mn et la conversion en décimal | h 07,
Eaitcton's 4 CERN S o 0 Sl o Soime
x 3 1
E-dacul i lacel Laced
o o a7 T g ‘x)

pour Tesquels on a réutilisé les valeurs de Are tg % e arets L Cate

vérification a demandé 13 h 40 et le résultat est publi
tests statistiques, sous forme d’un volume de 415 pages.

1l ne faut cependant pas croire qu'une telle recherche solt stérile et
sans intérdt théoriquc. En effet, les ordinatcurs sont généralement coneus
pour effectuer (en binaite bien sir) des opérations portant sur des nom-
bres relativement courts (10 chiffres significatifs par exemple) ce qui est
amplement suffisant pour 1a plupart des applications.

Cela signifie que I'on peut demander, sans autre précaution, le calcul
de A= BXC, le résultat ayant alors 20 chiffres au plus.

T en va tout autrement si I'on doit raiter des nombres de 1.000.000
de chiffres. On est alors obligé de les segmenter par tranches cc qui com-
plique évidemment quelque peu le probléme.

Ainsi Iaddition de nombres seamentés se fera en posant

B = BI0P 1 Byi0W + By et C = GI0% + GIO¥ + Gy
et en demandant e calcul de Aq = By + Cy, Ay = By + Cy... sans omettre
évidemment les retenues éventuelles.

accompagné de

Laddition de nombres & n_segments sera donc de Iordre de 1 fois
plus longue que Paddition courante. De la méme fagon, la multiplication
de nombres - ségmentés requerra un temps proportionnel 4 n?, et une.
programmation spéciale.

377 19619 65001 31972 71602 64980 30490 39787 asAsE A0661 21250
196 13452 62769 38953 52175 36210 5076 9758 Suuer swasz Tez2
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Soient O le centre du cerele et ABCD le carré inscrit. Soient Ay, Ay,
Ay, Agles interscorions du cercle et des hauteurs en O dans les triangles
AOB, BOC, COD, DOA. Alars AA, BA; CA, DA, est un 0ctogone régii-
lier inserit dans le cercle. Cn menant les tangentes on ccs huit points au
cerdle, on oblient Ioziogone régulier circonscrit

c périmtre

Soit pyle périmetre du polygone & huil cdtés inserit ot p
de Poctogone circonscrit.
Alors p’y < pa <P < Ds < Py

4 )

e §

On recommence I'operation. Appelons p- e périmétre du polygone
4 n cotés réguliers inscri dans le cercle et p, clui du polygone 4 n cotés
régulicr circomserit.

Alors p’y < '3y <P < P2y <Py

Exablissons une relation de récurrence entre p

e
Appelons a', Ia longucur du coté du polygone inscrit régulier de n
cotes.

Alorsp'y = na’yelp'y = 28y
Sur le dessin JAB) = a’, et [AC] = 2’y
Appelons I le milieu de (AB) et D le point diamétralement opposé 4 C.

BY sess U2 NI SIS IT6Ie 66620 63310 98965 26918 52056
B D893 13870 Seeds d201 ssar 00729 D606 SATM 40117 B10NS
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PRINCIPE DES PREUVES ORIG!
TRANSCENDANCE DE ¢ ET 7

1. Les résultats

Tandis que J. Liouville donnait en 1844 les premicrs excmples de
nombres transcendants, les preuves modernes de transcendance débuté-
rent avec le mémoire d'Hermite de 1872 contenant la preuve de la trans-
cendance de ¢ . En 1882, Lindemann démontra Ia transcendance de
ardce & une généralisation de la méthode d*Hermite,

La méthode d'Hermite repose sur I'utilisation de formules Tournis-
sant des approximations de quotients de plusieurs fonctions expanentiel-
es par des quotients du méme nombre de polynomes, Nous exposerons
briévement cette méthod.

La preuve d"lermite utlise bien peu d’arithmétique, seulement le
fait qu’un entier non nul a une valeur absolue au moins égale & 1. Celle de
Lindemann uilisc les résultats arithmétiques suivants : iy, ..., tg sont
tous les conjugués d’un nombre algébrique o alors toutes les fonctions
symétriques & coeflicients rationnels de ces nombres sont rationnelles, de
plus s cst un enticr algébrique (i ¢. a est racine d'un polyndme unitaire
& coefficients entiers) non nul alors sa NOMME ay XayX .. Xarg €5t AU
moins égale & 1 en valeur absolue.

Le résultat général démontré par Lindemann est le suivant :

Théoréme.— Soient u, s, .., v, des nombres algébriques distincts
€8, Ay, ... @, des nombres algébriques non tous nuls, alors Ia quant

B et ek Lt e

nest pas nule.

Ce théoréme implique bien sir la transcendance de e [prendren =1,

=] pour j=0 4 n, 4; entiers quelconques — ou bien prendre n=1,

=0, ay=1, ay=1 el 1, éeal & un nombre algébriue queleongue] ct
aussi celle de  en raison de la formule d’Euler e | 10 [raisonner par
Pabsurde]. Plus généralement, il implique la transcendance des quantités
€, sin x, (g x, Are sin x, Arc (g X pour x algébrique non nul el aussi celle
delog x pour x algébrique non nul ct différent dc 1

2. Les formules d'Hermite

1. Soical wg, .., wy des nombres complexes et py,
entiers positifs. On posc

Fe) = & w™ | By = £ x0-1E0(y)
K e}

259 gasoz a005% 19361 Juez o1 0259w 1737 62393 9uz0T STIIE
360 37506 74573 19990 3usez 83535 Tou1 33503 TeesT 33426 99690
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On ot s pssage et d e e - ca, danscc cas
e
(=
L secordssuvans son s D (200 désiles e 2 mc), s
Clasen (348 Gecined, pus e 1653 Ralurlord (40 décmale), on
1855 Richter (S00) et enfin W. Shanks (707 décimales) en 1873-74.

Ferguson vérifiera en 1947, 4 Iaide d’un calculateur de bureau, que
scules 527 sur 707 étaient justes.

= 0,02 ; valeur dont les puissances sont aisément caleulables.

Pour revenir aux. XVIII® et XIX® siécles, notons que la virtuosité
était pas e seul it des calculaleurs, Dase étail certes un calculatenr
prodiue capable entre autres performances de multiplicr de tétc
2 nombres de 100 chiffres cn 8 h 45 mn, mais 1a virtuosité [a plus grande
tenit sans doute, pour les mathématiciens, & trouver les méthodes les
plus aptes au calcul, soit comme Euler en découvrant des développements
en séric un peu inhabituels, soit en obtenant des multiples ou sous-
multiples de  sous forme de souunes d*Arc tg. Dans cette direction les
résultats abondent. Par exemple

= 1 5
T o—aAried - Actel + At L Buler 1764
* 4 € 25 L )

urilisé par Rutherford

! 1

T =Acig g+ A 1g.% - Arcte g (Dase 1844)

I Aty ; + Arctg % (Hutton 1776)

Z-2am \g% + Arc tg - (Hutton 1776, Euler 1779)

I oaace 3 + Are lg% + Arclg l‘m (Stdrmer 1896)
et

Certaines seront wtilisées pendant Ia traisiéme période de Ia chasse :
Lére des ordinateurs. Je ne voudrais cependant pas quitrer les “décou-
vreurs de formules™ sans citer Ramanujan, jeune mathématicien indien
du début du XX siécle & qui on dait la suivante, 4 la convergence extré-
mement rapide

4_ 123 1 13 (1123421460) , 1.3 1357 (1123+2.21460)

T w24 882 24 4% B82°
+

375 62450 26752 €542 035530 39587 52299 18526 9007 Oemds b30e1
76 8365 2095 5038 1351 30152 57006 SITUR 81316 13 9357
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AC _ AB _ AC+AB _ ACIAB _ AC _AB _, AB

CF  BF  Crbr ) CB BC BC
1

AD
< qui implique 22 < 21
W e Y

% = 2 en vertu des propriétés de I'hexagone régulier inserit dans un

corce
. ADE _ BTION | ADIICDY _ ACE _ 02321
(el [ pc = e
3 3
301343 3013+
ac ) 4
@ AC T a4 o id - AC
bc ~ 7m0 PR L
s
s
On énabliait deméme S < 1
an 2%
I
1009 + 1
4 5
P 63
0171 L
g
T E3
On en déduic :
el
2007+ 4 5
a . ) L2 10
PP 5069 T
T

acsie ﬂ)a
n

o P

Approximation de 7 par la méthode des polygones

On se place dans un plan affine euclidien.

Considérons un cercle de diamétre I, le carré inscrit dans le cerele de.
périmétre pj, le carré circanserit correspondant de périmétre py. Soit p le
périmetre dU cercle ;

Alors pi < p < pa

79 21314 49576 35726 2033 41692 0296R 64267 30 77322 69700
30 20073 1o315 W10 foaus 82323 27182 01052 65227 21115 603%
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Un raisonnement dalgébre lincaire immédial montre que si le déter-
minant dordre g+ |

R
Bk =0..a
st pas mul alors Punc an moins des q.+1 sommes
a

StPy 0 - P

E AP0 e Ph)
Zo Ml

est aon nule.

L s'agit donc maintenant de consteuire un déterminant D non nul
pour en déduire une somme S0 ot appliquer le paragraphe précédent.

Hermite choisit
Pux =T = g
Gt 1 est un grand entier el &, désigne e symbole de Keoneker (3, , = 1
sih = ketdy,, = Osih # K). Dans ce cas il parvient au tour de force de
calculer 1 et Obtient (DOUr wy, .. ¢, Guelconques)
D= @D I ey,

Qzhikzn

e

done D#0 pour des nombres . ..., wy, distinets. Ce qui lui permet de
conclure 4 la transcendance de @ .

5. Preave du théoréme de Lindemann

1. On prend celte fois pour i ..., wy, des nombres algébriques
différents (cls que les conjuguds e chacun des w, appartiennent & Ten-
semble fa, -, |

Soit N un entier positif el que N, .., Nu, solent des entiers algé-
briques. On suppose que Ies nombres by, ..., by, Sont des entiers non nuls
tels que wy conjugué &« implique by = by

Enfin pour k entier, 0=k=m, et pour r entier vérifiant

© -1 > Ny

Py == by, P T

265 160U D312 15075 65027 79890 39IST VT 3103 DuRAS 3990
66 03933 01350 33702 S0Ms3 9R26s SA6T0 9242 81242 S47ia 7019s
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connaissance de Ia dix millionniéme décimale; Pourtant, outre Iaspect
publiitairc pour le constructeur ou Fauteur du programme, une éiude
staristique faitc par J. Guilloud et-M. Bouser a montré que I décimales
de 7 pouvaient éire uuilisées au méme ftre que certaines Lables de nom-
bres au hasard (tele la lable de Ja Rand) pour des études statistiques ou
des simulations de phénoménes physiques. En oulte, ces calculs consti-
tuent un excellent test d bon fonctionmement des ordinateurs, Lests trés
utiles lors de leur misc en service. Enfln, il este Paspect “'sport

Genuys, qui obtint 10.000 décimalos cn 1958 et 4 qui je demandai
““Pourquoi calculer 7 7", e répondit :

“/Cétait pour moi un excreice de programmation, j"aurais pu choisir
un aurrc nombre mais ¢ it trop facile ot ¢ (constante d*Euler) trop
difficile 1 et puis il y avait le record !,

Quant 2 Jean Guilloud, je lui demandais *“Pourquoi vous éles-vous
arrété & 1.000.000 7

— Parce que c'est un nombre rond !
— Mais alors, si demain on en publie une de plus, vous perdrez le
record 9
— Ce nest pas sir, j'en ai gardé quelques-unes en clserve.
— Combien ?
— Suffisamment .

En exclusivité mandiale, Jean Guilloud offie au Pelit Archiméde les
1250 décimales ci-contre entre les rangs 1000001 et 1001250

3092756283 20m45315E% 6520010277 9723561292 3012605863
5360118492 0990238745 3321413969 7911334022 4158981320
3057229232 3371310453 9746998366 1127809141 3418779722
7187025774 4736124383 5140834639 3203124872 8192989830
7558923994 9381959832 1885103228 7546801765 3126534895

9375946441 0392567162 7137376567 0976130037 8241779526
4130347759 2636437423 9012038538 1a37859047 2910069319
8892156107 9247143327 3600129017 186284251 3983400457
5898170665 5521146070 1993228399 8193849110 7312126919
4530048775 5621261882 2347421749 2593988175 6761512788

8272297907 7553435112 1708399018 8345223521 9690347465
7943509447 6852075793 0691195466 9008253571 1167392631
8703758916 6388932888 9912453807 0029531280 9848102997
2424809255 9135043938 2798086201 983205763 6310236438
6837333675 SSBEIS1510 1223395/8b 5999270457 0599335505

381 33005 3621 s3u70 30509 4695y T200N 7SI 1M1 0432 33226
382 G2827 27631 17790 BM0O 41061 48032 763 T4a7e 10381 9T0ss






index-50_1.jpg
Lozog L J{Tai¥ or
3% = 2.4 V=T e
at= - ahe? —ayh

a2 -alle?talt.

&= 0

Nous obienons alors les résultats suivnts

n P
8 3.06146
16 302144
2 3,13654
64 3,14033
128 304127
236 314151
s12 3,14157
1024 314159

P

331370
318259
315172
3,14411
31422
3,14175
3,14162
3,14160

45 70021 7aTIs svie daiT1 27ase 70020
BE 11270 00D Bsu73 22699 19081
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Tans Vapplication de cetfe formule wy, .., @, by, .. by seront
fixes andis QUE g, -..p,, varicront. On écrit

4 i
S= Y Ak, T=¢" L Ryby,
oy e o Rou b
Ia relation fondamentale devient alors
@ “pp £ by et
€ A L byet =S4T,
Oizn

De ce qui précéde on déduit aussitot les deux propriéeés suivantes
() est un pOIYAdNLE € g, ..., G €L by, ..o, b dont les coelficients
sont entiers et divisibles par pt. 04 p = MIn(Pg, .- Py «
(i il existe mne constante C, qui e dépend aue de wy, .., u €1 by,
telle que T vérifie
IT|
2. Pour démontrer la iranscendance de e , Hermite considére le cas
Ol Gy v e Dy +ees By s dles enfiers el que g, .., g soient dis-
tinets et by, ..., by non nuls. De plus, il impose la condition

b,

o

LORP = pg 4t Dy

@ P ch
Daprés (i), S est alors divisible par p! et on a done
) on | > pt

Supposons maintenant que ¢ soit alg¢brique, il vérific alors ung
taine équation

Bpe® 4 .+ b€ =0 avec g =1,

. g des entiers positifs d
@y, entiers quelconques puis

Les by étant des entiers non nuls ot les @,
tincts. On choisit ensuite m = et w1,
Doy -+e» Py Verifiant (4). La relation (3) 5'écrit tout simplement S 4T — 0
et les proprictés (i), (4) et (5) montrent quelle implique ici § = T = 0.
En conclusion, pour démontrer que ¢ est transcendant, il suffil de prou-
ver que S ou T cst non nul pour un certin choix de P, ., Py, ¥erifiant

.

4. Conclusion de Ia preuve de Ia transcendance de. ¢
On considére ¢+ 1 sulles de 11 entiers posiffs g
@ -0 q)

o Py

263 7iees mbsew TaEd sesae 38803 2781 TeRs2 01033 Se0ds Tioue
63 13985 eus 90508 13695 7323 13590 79670 e 913e 4ToRg
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Les temps de calcul croissent frés rapidement avec n , aussi aprés ce
qu'on pourrait appeler une “période de facilité’ on Pon allait au plus
simple, on voit se développer toute une séric de travaux Lhéoriques (el
indépendants du caleul de ) visant & découvrir de nouvelles méthodes de
calculs, si possible oplimales. C'est ainsi que Schonhage el Strassen ont
découvert une méthode permetiant de réduire les temps de multiplication
dentd nlog 0, ce qui est considérable.

On peut dés lors S"attendre & voir le record actuel (obtenu par des
méthodes traditionnelles) battu ces prochaines années.

Cela dautant plus que I'on vient de découveir un “‘nouvel” algo-
e pour caleuler . Il est d & Eugéne Salamin (1976) et repose sur la
moyenne arithmético-géométrique.

Soient 2 nombres a,, b, et définissons
41 = 3 @tB) e by = VEBY

La moyenne arithmético-géométrique AG (agbo) est la limite com-

mune de ces deux suites et sa détermination a éé éudiée notamment par

Gauss et Legendre. Daprés Salamin, on obtient
4 (AGyby)

T 2iltas b3
1% 2%z b
1
ce qui parai trés compliqué mais qui lui permeturait d*obenir en partant
de ag =1, by = 752 Iéquivalent binaire de 10.000.000 décimales (soit
30,000,000 de bits) en 4 heures. Contrairement aux méthodes classiques
oi Ie temps de calcul de n décimalcs est proportionnel 4 uf, celle de
Salamin ne demande que n log n

Malhcureusement, ajoute Salamin, jo e connais pas de méthode
rapide (cype Strassen pour la multiplication) pour convertir le résultat en
décimal.”Attendons donc. En remarquant toutefois que Jean Guilloud
est assez optimiste sur la durde de son record. En effet, d"une part la mul-
tiplication de Strassen n’a, 4 sa connaissance, jamais donné licu & un
algorithme programmable sur ordinateur, et d'autre part I'estimation des
4 heurcs donnée par Salamin cst unc évaluation fondée sur la puissance
théorique maximale d"un ordinateur & structure parallele, dont es perfor-
mances ainsi retenues dépasseraient de beaucoup celles des grandes
‘machines de lype Cray 1 ou Cyber 203, ce qui parall peu vraisemblable.

Pour conclure, disons quelques mots des motivations. Pour Salamin
il Pagit d’un progrés dela théoric el Cest sans doute plus important que la

379 22230 10158 Teuus sgms 65233 02253 20438 91375 2736 58923
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En remarquant que A st la projection orthogonale de D sur AC ct
que I est celle de A sur CD, on établit qu

CisCb - CheCh - CA?

s 1 g e A o ol I = 737 — 23]
Y

Doa [fa'g] - —a?y car [CD] = 1

B _ Py

@i )

L P g
2

P — 402 ph, +4n2pF = 0

Resolvons cete équaton du second deré en p2

[ P e
L'autre racine ne convient pas car p'y, ne tend pas vers infinl
quand n tend vers 'infini.
Etablissons une relation de récurrence entre py ef p'y -
Désignons par ¢, 1a longueur du cdté du polygone régulier circonserit
de n cbtés. Done p, ™= nc,,

Sur le dessin | | AB|| &

el

Daprés la relation de Chasles OC* ~ (OF + i)
Dans les riangles O1A, AIC, OBC on calcule :

T-a [ea

a1 2y

1 108D 5036 11365 TeBET 53243 4atee 50396 26879 TaTI1 8sse0
33 @SS desur 26860 08I0 61834 LIS 58876 97514 56674 OesD0
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et en définitive on a toujours

la-p/q = Lo wee C

o max {1, €'}
C

Nous avons démontré le théoréme de Liowville.

Théaréme de Liouville

Soit. o un nombre algébrique récl irmationnel dc dogré d . Alors il
existe une constante positive C telle que pour tout nombre rationnel p/q,
q positf, on ait Pinégalité

@ Je-pal =

©.
T

Cest grice & ce résultat que Liowville démontra en 1844 Pexistence
de nombres transcendanls, ceci en consruisanl expheilement. certains
dentre eus. Voici comment.

Un nombre irrationnel récl o st appelé nombre de Liowvilte i, pour
tout entier k , il existe un rationnel p/q qui vérifie

@ jo-pal<at, q=2

Le théoréme précédent implique qu’un tel nombre o est transcen-

dant. En effet, supposons « algébrique de degré d et soit C la constante

dont 'existence est assurée par le théoréme. Choisissons k el que
2k ¢ = C ct considérons un rationnel p/q vérifiant 4, on a alors

la-p/a <q dq & Dagqd2 & dg L

<y

contrairement & Uinégalité 3.

Exemple : Le nombre £ est un nombre de Liouville.

9 Vi e le fracrons conrues” 1ingalie G) sgnife que s e approckable
Tationnellemers s ardrs 1. P Effl § el 15k an aurai un pombe R 1l 415

K 2atfe - £
a

Hdferences : [110], MAH2], [MIG

s Geuno 73030 26087 38573 STa60 312 31T 6787 02688 09880
283 60571 euoss 40759 51380 59309 wM0 I3Ted 22321 A3z 1M21
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Un nombre complexe est dit algébrique 'il existe wn polynéme non
nul 4 coefficients entiers dont ce nombre est racine, dansle cas contraire il
est dit transcendant.

Soit e un nombre algcbrique, Choisissons un polynome P non nul &
coellicients entiers de degré minimal dont o ! gacine. Pac définition, le
degre de o est égal au degré de P. (Exemples : v2 est un nombre algébri-
que de degreé dev, racine du polynome X2—2, tout nombre rationnel p/q
est algébrique puisqu'il est racine du polyadme qX —p). Supposons de
Dlus créel e irrationnel, Considérons wn nambre rationnel p/d, o posi-
. On a.c # p/a et on cherche 2 minorer ku quan(ité o p/ . Mon
trons d’abord que Ie nombre P(p/q) mest pas nul. Si el n'est pas le cas
existe un polynome Q(X) & coefficients rationnels tel que
PO = (X-p/a) Q%)

En faisant X = dans cette relation. on constate que  est une racine
de Q. Si Q, est un polynome 4 coafficients entiers de I forme
Q09)~c Q(X), ol ¢ est un entier non nul, a est encore une racine de Q
etledegré de O est plus pett que el de P, ce qui contredit la définiion
de . Done Pip/q) est pas nul.

Soit d le degré de «. Alars le nombre
la! Pp/a|

st un entier non nul, on a done |qUP(p/q) = 1. Ainsi P(p/q) vérifie la
‘minoration

@ |Pe/g)| =a-
Nous allons maintenant majorer |P(p/a)| en fonetion de & p/al.
Le héoréme des accroissements fiois appliué & la fonction P catre o el
$/q montre qu'il exisie un nombre § de cel intervalle tel que

Pe) - P/} = e P/} PR
En utilisan le fait que o est une racine de P, on dadui de Iz relation.
cidessus Végalité
@ PE/)| = «—p/a] [P'B)] avee S entre a et pla
La fouction P est bornée sur Pintersalle [~
€ = maximum |P*(x)]
X € la—1a+l]
Loégalite @ mpliqe
|Pp/a)| =€ w-p/gl si |a-pral <1
En comparant cetle inégalité avec (1) on obtient la minoration

L+ 1], posons

207 89367 93008 16998 05365 20276 00727 74967 UsBU 02835 2u05)
2R UBD37 231 §ssuz S9027 60133 a3a3 OfaT1 38185 51033 79705
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Remargue : novs avons majoré Paire de Poctogone, sans savoir si
celle-ci majore ou non celle du cercle.

Second type de méthodes

Faisant appel & certains triangles rectangles ot presque, nous faisons

usage de quadrillages. Or & I'époquc, Pangle droit est clui qui figure dans

e uiangle (3, 4, 5) tel qu'il apparait par la corde a neeuds équidistants.

Si Ton avait connu ka formule de Pythagore

d*=at-b? comme caractérisant tous les triang

4/ |, rectangles, ce triangle (3. 4, 5) serai seulement I'un

deu, l2 plus heau, magique ou mysiique, ol I'on

sawrait reconnaitre des triangles presque rectangles

par G voisin de a? + b2, Mais ceci w'est pas vala-
ble & I'épogue.

Par cantre, si la corde 4 naeuds a mis en évidence ce triangle pour
donner en quelgue sorte un prorotype, une définirion de I'angle drair, ellz
en a moniré d’autres qui donnent aussi, expérimentalement des “angles
droits”®

Lun des plus beaux est certeinement le triangle (4, 8, 9) qui apparait
lorsqu'an race deux cercles égaux tangenis (fig. 9). (Pour nous
448780, 981, Clest excelleny).

Fie.

53 90037 14909 €7590 52613 65549 79199 1297 BRT £9299 B9amn
50 32658 a0ans Tseun 4370 47755 51323 Taeul 4S1S2 - 3TeR7 adey
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Pexces de la superficie du cercle circonserit au carré, et b la demi-
diagonale de c carré.

* Ces exemples suffiseat pour donner une idée des jeux que I'on peut
imagitier sur les rapports de Détendue, L'ou pourrail s proposer plu:
sieurs autres questions de cetie espéce, qui ne laisseraient pas d'éure
curieuses et méme utiles : si I'on demandait, par exemple, combien I'on
risque & passer une riviére sur une planche plus ow moins éroite ; quelle
doit tre la peur que Pon dait avoir de la faudre ou de I chule d’une
bombe, et nombre d’autres problémes de conjecture, ot I'on ne doit
considérer que le rapport de I'étendue, et qui par conséquent appartien-
nent & la glométrie tout autant qu'd Panalyse. ™

LE PROBLEME DE L’AIGUILLE

Crest dans la seconde partie du texte de Buffon que Pon trouve e
celebre probléme : il s'agit done de lancer une aiguille (ou **buguette™) de
longueur 2b sur v pasquet formé de Lames de largeur 2a et destimer Ja
probabilité pour que Iaiguille conpe 'une des raies de ce parquet,

On voit que Buffon montre que les chances d'interseetion ou non de
Vaiguille avee une caie de pacquet sont égales si
P

(¢ désignant le quart de circonlérence du cercle de ravon b ).
En dPautres termes, puisque ¢ = 2. .b

La probabilivé d'intersection est 1/25i a = %

11 est aist de voir que pour une longueur de i'siguille égale & 2b

favec b < @) la probubitié dintrsection est 22 .

‘En effet, s on réunit bout 4 bout deux aiguilles de longueurs respecti-
ves 2by ct 2hy (avec by+by<a) on obticnt une aiguille de longucur
2(b, +by) e cetle aiguille coupera une raic si I'unc des deux aiguilles com-
posantes la coupe. Comme de plus Ja probabilité pour que les deux com-
posantes coupent une raie (c'est-a-dire pour que Ie point e raccordement
tombe juste sur cotte raic) cst nulle, il s'cnsuit que la probabilité d'inter-
section de la grande aiguille est Iz somme des probabilités pour les aiguil-
es composantes.

355 2754z 57508 67655 11785 93950 02791 30959 20576 69278 96776
36 453 RGO 1855 UDIDL ISTIN BIESS 41201 S26sT 83832 83580
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Ainsi, Paire du cercle de diamétre 9 est “égale” & Paire du carré de
€OE 8.

Critique moderne de I'égaliré approchée S,
eliée séceit qussi T
4

écant une valeur approchée de 7, ¢ et d érant entiers ou & la rigucur
‘moitiés d’enticrs ot tous deux pefits,

% _ - i i - D

2 = G e ainsi rationnel, posons T = P

d a

Kq. Cette égalité appro-

Elle nous conduit &

Nous connaissons les valeurs approchées x=3,1416, v = 1,77244

12 <2 permet d'utiliser les inégalités

B
vtleurs de 28 = 7
¢ . )

Kq
On voit le rile exceptionnel de 2 parei les rapparts analogues.
y
Le meilleur encadrement apparent est Ky s <S10 <Ky c'est-4
Kyr < S < Ky

— la méme méthode wili

partc de T < 7 < 17
0 o0
donerait Uencadramant Koz <Sps <Kan s est-Aedire
Ko Su< Koy
st une solution nouvele plus précise (nais moins simple) d pro-
bléme des cncadrements Ky <5 <Ky | 1

— Ajoutons que, comme 1€ _ 1, 777 > 7. ond S5 < Ky

g
e e

des valeurs

de T forme 1 — L formes que, comme le remarque G, Tard, les

57 a7z 00131 0576 39082 19638 708 03u78 usses 33214 4TI
55 BeaTs 19635 04u30 2135 MDD 4Ber 00537 DeiRs 30674 31921
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est-aedire 4 Laire d'une partie de cycloide dont Ie cercle générateur a
ur diamétre 20, longueur de la baguell ; or, ou sail que cels aice de

cloide s égale au carré du rayon, done

b

o

Le

clest-a-dire que Ia longueur de Ia baguetre doit faire & peu prés les rois

quarts de Ia distance des joinrs du parquer

“La solution de ce premier cas nous conduit aisément 4 celle d’mn
autre qui d’abord aurail paru plus difficile, qui est de déterminer le sort
de ces'deux joueus dans une chambre pavée de carreau carrés, car an
inserivant dans I'un des carreaux carrés un carré élojgné partout des cotés
du carreau de la longucur b, Pon aura d'abord o~ b)? pour Pexpres-
sion dPune partic des cas ou fa baguetle ne croisera pas le joint ; ensuite
on trouvera (2 b) sydx pour celle de tous les cas o elle croisera, e
enfin chi2a—b) - (2a—b) sydx pour le reste des cas ol clle ne croisera
pas ; ainsi le sort du premier joucur st & celui du second, comme

[ea—b) + cb(2a—b) — (24—b) sydx] : (2u—b) sydx
Si I'on vetit done que le jeu soit égal, 'on aura
cla=b)? + cb(2a=h) = 20a-b) sydx

Leaa

o = svdx;

b

mais comme nous Iavons v ci-dgssus, syds = bb ; donc
iz

=b;

ainsi le cdté du carreau doit &re 4 la longu

comme 21 :1, cest-irdire pas tout A fait double. i Von joust done sue

ur de la baguetle, & peu prés

un damier avee une aiguille dont la longuenr serait I maitié de Ja lon-
gueur du coté des carrés du damicr, il y aurait de 'avantage a parier que
Taiguille croisera les joints.

“On trouvera par un caleul semblable, que si I'on joue avec une pidce
de monnaie carrée, Ja somme des sorts sera au sort du joueur qui paric

pour e joint, comme aca : 4abb

1
LAb . A marque i
5 arg

353 susw Tesyr 69033 37322 26517 seeaz 07Sa6 NI 1wZ2 52608
3 T6517 1667y 86727 33095 aRsis zous 23a17 agom3 23283 91703
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Si I'on désire un triangle isocéle, le mieu se trouve Zure d'utliser
(8, 8. 11). (Pour nous 8+ 8= 128, 11?=121. Le nombre 11 est un peu

Faible mais trés acceptable pour 128 (/T3 =11,31) (fig. 10).

Fie 1o o

Les nombres 8 et 9 apparaissant ici, reprenons la figure du cercle de
diamétre 9 et du carré de Goté 8, ou plutét, pour les raisons de symétrie
A invoquées, de diamétre 18 ct de caté 16 en nous bornant au quart de
cercle, Nous powvons maintenant compléter la “méthode  naive’
ci-dessus (fg. 1)

e 1

L7arc AR de rayon 9 coupe C1) en son *“milieu” M (triangle OM =9,
0C=8donc CM=4). Mais OC=8, CD =8 donc OD =11 ; ainsi ED=2 .

Dans le cercle, hors du petit careé, nous voyons le triangle ACM ol
CA=1, CM =4 son aire est done vaisine de 2.

Dans le carré, hors du cerele, nous voyons le triangle PED (quart du
carré), rectangle isocsle construit sur (2, 2) (approximativement) donc
praciguement de méme aire (2) que le précédent.

Quant aux petits domaines mixcilignes AMA et MPEM, cest leur
dilférence qui intervient, cerlainement négligeable — el nous concluons

faire OCD) *'égate” (aire OAEO).

55 suzms a7 95265 86792 10371 W13 73573 95231 13027 15610
S5 IV B9850 23mke 2ot waaH1TII 01037 6503 59037 %304
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Utifisation pour fa trisection de I'angle {fig. 9)

rie.9

A partic de 351 = @, comment construire un angle 3o ? Prenant A arbi
traire sur S, nous construisons les triangles isocéles SAB, puis ABC — Bz
porte BC —. L'angle XBz est alors une solution : xBz — 3a.

Tnversement, comment construire S 4 partic de XI3Z ? Nous prenons C sur
Bz 3 BC = d est connu, donc : AS = d aligné avec C.

Nous tragons donc la conchoide A du cercle (B) pour le point C et la lon
guenr d. Flle coupe x 'x au point cherché . (fig. 10)

s 10

0% 86544 89117 9193 BESIT 21986 13257 1410 mes 19137 31365
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Dans la figure 6, on a porté : Alf = g, A0 = & doilsur A0, AP = x,
AQ = x"

1l faudrait savoir consteuire une racine d'une équation du 3¢ degré &
coefficients constructibles. Mais, en ce qui concerne , existe-il un poly
nome P 4 coefficients conscructibles tel que : P(x) = 0 ait = parmi ses
racines 7

Fgs

1. EMPLOI D’APPAREILS TRACEURS

A défaut dune construction &1a régle et au campas des géométres propo-
sérent Pemploi d’autres apparcils traccurs

1. Larigleagl
gnement. (fig. T)

re transporte une distance donnée en respectant un ali

Une fente permet 4 la régle de glisser en passant par un poin fixe C
(o une fiche C est plantée sur |a planche A dessin). | ‘alignement CLK est
assuré, L et K étant marqués sur la régle ; K (par exemple) est point direc-
ur et suit une courbe I', I est point traceur (fig. 8). Une mine qui y est
fixée tracera la courbe A, dite conchoide de T pour Iz point C el la dis-
fance KL = d. N
\L

303 40599 09335 05000 81337 Sa3s Sue3s 56750 WAN: 326U 67eT0
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Nous nous bornons ici & la cissoide de Dioclis d'un cercle €10 el
d'une tangente (1)) pour le point O, diaméiralement opposé au point de
contact de la tangente. (fig. 13)

Tracé au moyen d'une équerre glissante

Parions dun trapéze isoctle SCQA inscrit dans une demi-
circonférence. I.¢ segment OM qui joint les milieny des diagonales a pour
Tongueur la demi-différence des bases : OM = HQ = 2H'Q"

Par homothéte de centre O et de rapport 2, H'Q” donne UV et
OM = UV,

Fixons O eL AY, done T et y ; S décrivant le cercle w, U décrit le cer-
cle de diamétre OT ct V la tangentc y on T. M décrit la cissaide de Dioclés
du cercle de diamétre OT pour la tangente Ty. (fig. 14)

¥ v
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Autre solution : tliser D dismétralement 0pposé S (fig. 1) sur le
cercle de centre A. Ce point D est sur By perpendiculaire 4 X, or : DS =
2BC.

On trace done la concholde de la droite vy pour le point C et la dis-
tance d = 2 BC (Conchoide de Nicoméde). Ell¢ coupe aussi x' au point
cherché

Do une nouvelle recherche : que peut-on construire avec I régle 4 glis-
siére 1 En quoi cela peut-l &re utile pour 7 2

2. Equerre glissante : un autre probléme de transport de distances, varia-
bles cette fois, est celui de la construction de Ia courbe cissorde de deux
courbes données £11) et (1) pour un point O. Clest la courbe décrite par

le point M d’une droite 2 passant par O définie par OM = UV. (voir fig. 12)

307 30716 06325 83060 96207 9s510 1055 10362 13010 10385 30373
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Tnversement, comment Lracer la cissoide connissant A el y ? Nous
plagons T, A, O, C.

Une équerre glisse de fagon qu'un cOIé s'appuic sur C. Sur Fautre
cté est portée la longueur constante SQ — CA, le point Q glissant sur la
droite AY.

Le milieu M de SQ marqué sur I'équerre décrit la cissolde en question.
(fig. 15)

Lies

Nous *étudicrons pas iei Ta courbe décrite par S.

Application @ Pinsertion des deux moyennes

L2 - Y ferdanstecas b = 22,4 a duplcation du cube).
x "y
En supposaat d"abord &, x, y connus, construisons b par des perpendicu-

I

16)
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Rappelons au passage que Pexpression *“quadrature du cercle” dési-
zne, d'une part le problime géamelcique <ité plus haur, et d*autre part, ct
et dans e sens que les mathématiciens Putilisent, 14 détermination de
Vaire du cerele : Cest-a<dite, en fait, un probleme intégration. C'est
dans ce sens que I'on parle ésalement de **quadraturc de la cyclolde™”, ou
de “résolulion d’une équarion différenticle par des quadratures’”

Revenons aux choses séricuses vee les travaux de Gregory (1638-
1675), professeur & I'Université & Bdimbourg et dont nous reparkerons
dans Ta seeonde partie. [ est e peemier 4 lenwer de démontrer que Ia qua-
drature du cercle st impossible. Pour cela, il montre quil est impossible
de quarrer un secteur de cercle quelconque, <t comme le cercle est un sec-
teur... Malheureusement, celie preuve est réfulée par Lluygens qui, lu
aussi, e5t quand méme persuadeé de Fimpassibiliié ¢t qui remarque qion
ne sait wéine pas st 7 est rationnel (commensurable) ou non. NoLons 1ou-
Lefois que cctle idée avait déji éré préseniée par Michael Stifel en 154,
Les idées wrettent parfois langtemps & fuire leur chemin |

Nous terminerons cette périnde géaméirique avee les travaux de Des
cartes, qui prend le probléme i envers. 1l se donne un scgment don la
longueur est calle du périmétre d’un cerele et i se propose en déterminer
e diametre. Celie méthode, connue sous ke nom de méthode Ues isopéri-
metees, seri reprise plus tard par Sehwab.

Soil AB o quan du
périmétre el ABCD un
b it
tangle BB,C,D; dont
ot o i e
celle du carré, puis

B5,C.0,- L,

et ainsi de suite. Le dia-
mitrc chorehé est le seg-
ment i AB,

A B BB, vie. s =

On peut s'en convaincre en monteant que AB, est l¢ diamétre du cer-
cle sireanscrit 3 Poctogone ayant le méme périmétre que le carré initial ct
que, plus généralement, AB, e le diamétre du 2° + -gone dont le cercle
circonserit a le méme périmtre que le cacré ABCD

25 el 190) 4107 6010 ATIDT 412 95399 61938 USTEY BT
3 Sine 531 172 (e Dud7 Sie6e 32360 usess 33906 11
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1 serai téméraire cependant de voulois absolument séparer les divers

Clest bien par
exemple le Physicien, le Mécanicien parfaitement au courant des lois du
lexier connuies depuis Arisiore et de celles de Ia halance,qui fournit au mathé-
maticien ses plus belles intuitions qui ferant 1'objet ensuite de démonstrations
rigoureuses ; tout corps pesant a un centre de gravité o la massc compléte
du corps cst supposee concemtrée ¢t Ja détermination du dit cenre pour des
corps homogénes de formes diverses (segments de paraboles, sphée, sphérol-
des (ellipsoldes de révolution) polygones simples, cyfindres,...) ne sera pas un
‘des moindres titres de gloire d’ Archimide.

Mtis celui qui & excellé dans étude des figures et qui dit y avoir tronvé
“des propriétés inhérentes 4 leur nature, y existant de tout temps e cepen
dant ignarées de ceux qui m'ont précédé” a auss exercé son génic cn bien
d'autres domaines plus conerets.

Plucarque (14 siécle aprés J.-C.) nous dit dans “La vie des hommes
illusires’” qu’a la demande du roi Hicron, Archiméde déplace sur le sol &
Paide d'une simple machine & plusicurs poulics un galére lourdement char-
e e que I roi émerveillé lui demande alors de construire de nombreux
engins d'attaque et de défense. Parlons donc du patriote qui réussit 2 repous-
ser pendant plus de trois années les artaques de Marcellus. Nous v retrouve-
tons Pingénieur (mot & prendre au sens milicairc ; ainsi furent Vauban,...).

Lringénieur en chef de Syracuse suc en effet merseilleusemen défendre
sa ville assailie par les Romains (2me guerre punique). Divers hisioriens :
Polybe (I°sidcl avant J.-C.), Tite-Live (1 siécle avan 1.-C.) ou Plutarque
(1 sicle aprés 1.-C.), nows rapportent (voir Ver Eecke qui nous fournit des
extraits significaify de ces auteurs) avec une grande précision Ies inventions
toujours remouvelées d*Archimesde - balistes ou calapultes permettant aux
Syracusains de *bombarder'” Ia flotte ennenie depuis le haut. des murailles,
‘mains de fer attachées a une chaine cf qui jetées sur les mavires ennernis les
saisissent alors par Ia proue, les clévent & la verticalc en utlisant un levier et
un énorme contrepoids pour les laisser brutalement retombe

I s'agit, observonsle, de festes postéricurs & Archimide d'au moins
o siécles !

Miais que penser alors de cette “histaire” des miroirs ardents qui ont ou
auraient permis & Archiméde d'incendier & distance Ia Hloite de Marcellus ?
Polybe qui 4 pu connatre quelques contemporains du siége de Syracuse est
mustsur e sujet. De méme Lite-Live et Plutarqve. [l faut atendre Lucien de.
Samosate (11 sécle apres 1.-C.) pour qu'i]en soit it — i non explicitement
"~ menion. Depuis bicn des travaus ont ¢ feits sur ce sujel, bien des écrits
s. Descartes en 1630, puis en 1637, fustige les “denii-savants en P'op-
que” capables de croire en ces fables. Mais Buffon réussit en 1747 aréce & un
miroir composé de 138 peites glaces & enflammer des pidees de bois situées &

7601 76353 42137 31251 €120 51292 91910 26186 12386
3536 luse BaZoY eNarD G095 52106 39732 09175 €716
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Mais revenons a la détermination de .

Dans son traité “sur la mesute du cercle’!, Archiméde démonire les
trols théorémes suivants

1) L'uire d'un cercle est égale & eclle d"un triangle rectangle dont 1'un
dués de angle droit ost (gl au rayon ct I'autre au périmétre du

2) Laire du cercle est au carré de son diamtre environ comme 11 est
a4

3) Le périmétre de tout cercle est supérieur au triple du diamélre e
Texeede dPune longueur infirieure & I sepriéme partie du diamétre mais
supéricure & dix soixante et onzicmes.

Le premier est démontré par I'absurde en considérant des polgones
imscrits et circonscris. Le second est conséquence des deux autres. Ffi
e dernier, au prix d’un laborieux calcul, permet Iencadrement en partant
d’un hexagone régulier inscrit dans le cercle, en doublant Ie nombre des

& et on calculant les périmetros el les aires des polygones inserits et
circonserits.

La valeur obtenue pour 7 — qui n’cst pas considéré comme un nom-
bre, mais comme un rapport — servira longtemps de contrdle pour ses
successeurs. Alnsi, Plolémée (vers 90-vers 168) qui, a parti de ses tables
trigonometriques, atiribue 4 7 la valenr sexagésimale
8, 30

3+ &+ iy = dldlee
remarque qu'elle est trés voisine de la moyenne arithmiétique des valeurs
données par Archimede.

Aprés Archiméde et pendant un millénaire et demi, c'est la nuit en
Occident. Aussi, en profiterons-nous pour dire quelques mots des lieux
il I'on ne passait pas uniquement son temps 4 guerroyer et 4 melre le
feu

En Inde, Aryabhatia (eviron 500 apés J.-C.) donne

4 Paide de polygones 4 12, 24, 48, 96, 192, 284 cdtés, dont il calcule le
pécimétre en utlisant la relation liant les cdtés de deux polyzonies succes:

sifs ag, = 2 — V4
Avee 384 ¢
Irahmagupta enviton 600 indiane pour sn part
w =T

s et un diaméere 100, 1) obticnt P = 08¢

1 sess Judne a7s uRs3 11595 62sey wNzss YTETS 91781 23T
ARSI 0332 A7az2 6S6L TV 9787 66111 99905 11éad 019
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d'autenrs plus enclins & affirmer pérensproirement 'importe quoi o pres-
‘que sur un sujet si délicat qu'a reconnaitre leur inculture et en conséquence se
taire |

Mais je vous renvoie (voir bibliographie) & quelques sources Fuciles i
trauver en bibliochéque : 'entends essentiellement Dedron et 1ard. article
d'ltard : “*Archiméde’® dans Encyclapacdia Universalis. **Archimide”
dans Ia collection des Universités de France (il s'agit ici dune édition
bilingue, principal intérét de Pouvrage) e “les @uvies complétes
d*Archiméde’” che Vaillant-Carmanne () traduites par P. Ver Eecke avec
une longue introduction eL des notes du traducteur. Puisse s multitude de
precautions de cet érudit face aux références muliples citées et par lui
manifesrement vérifiées engager notre lecteur d une prudente et saine atti-
tude cn matiére de recherchies historiques ou d’affirmations dans ce
domaine. Mieux vaut retourner aux sources, les étudier, les comparer et
les critiquer que de sc fier d'unc maniére ingénuc & X qui prend ses con
naissances chez ¥, lui-méme d’aprés une traduction de ... Dans cet
outage sur 7 s riche e notices historiques il nous a semblé utle auau
moins une fois ces choses soient dites

Mais revenons & Archiméde,

Qui éeaitil donc ? Quelle fut son ceuvre 7 Depuis un an, j'ai posé cette
‘question cent fois & des amis, des étudiants, des ingénieurs, des professurs.
Les réponses les plus souvent obtenues sont : un mathématicien, un ingérieur
ou un physicien, un patriotc. Trés souvent les précisions apportécs relévent
plus du folklore ou de la Iégende que de I réalit¢ historique. Etudions rapi-
dement i vous voulez ves trois Lypes de répanses qui recouvient bie Je géiie
@ Archiméde.

Le mathématicien a lassé nombre d*études qui nous sont parenues teh-
s - *De P Equibre des plans”... “Sur la Sphére et le Cylindre”... “L'Aré-
naire”, 01l Archiméde expose un systéme de numération des grands nombres
(callul des grains de sable pouvant éure enfermés dans Ia Sphére du Monde ;
‘mais calculs Linités  un ensemble fini), le *“Traité de la méthode” (texte
rerrouxé en 1906 o Archimide communique & Erarosthtne comment if con-
duit ses recherches ; ce palimpseste découvert parmi les manuserits du
Patriatcat res de Jerusalem, reconnu puis traduit par Heiberg comme frag-
ment de lecuvre d*Archiméde, contient la majeure partie du rexte prec sur
ce Traiteé de la méthode), "D corps attants” ot appi-ait e 1rés celebre
“Principe Archiméde” et qui peut toujours &re considéré. comme I
‘manuel de base de tout ingénieur naval, et essentiellement pour ¢ gui nous
intéressc **La mesure du cercle”” (voir suite) ot Archiméde exhibe Pencadre-

ment oftére3 20 < r <3 L
7 7

9 o nors Fiblinareniz. s d omes st iffusss pour la Franee i Blanchard, Pari
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Pangle S nest pas droit, en prenant M fixe sur SQ mais pas cn son milieu.
Le point M décrit alors différentes courbes, cubigues ou uarlique

Mais en quoi I'équerre glissante peut-elle étre utile pour L construe-
tion.de = 7

L. LA QUADRATRICE DE DINOSTRATE

Pour la trisection de P'angle, et plus généralement pour sa n-section,
on a pensé 4 la déduire de la division en 3 (ou n) parties ézales d’un seg-
ment puisqu’on sait faire cette opération

Soi O ~ 1, considérons un point H qui déerit e segment de A vers
© d'un mouvement uniforme. D’autre part, la demi-droite Oz définie
par 1502 = 0 tourne d'un mouvement uniforme de Oy vers OX. (fig. 20)
H est projection de M, point de Oz.

N\

A‘ /<
" AN

Iuniformité des mouvements entraine : 2= = Cute. Soient (x, ) les
ormit raine : e = Cote. Soient (x, ) 1

eoordonnées de M : M dérit un are de courbe AMO.

y=1
Alo-o

§15 76Re 11 10302 20072 ST 53167 23700 Tas0s AOT17 1Ae3
$h TbRls 67973 W01 TATOE S0ksw 20134 229 0070 dadze Tashu
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Complétons les rectangles. F, B, H sont alignés sur une perpendiculaire &
B, done si GK est perpendiculaire 4 FH, FR = KH. B est donc sur la cis-
soide définie par le point F, le cercle de diamétre FG et sa tangente en G
fig. 17)

F XA g G

SiP'on donnea et b, cette
fous voulons construire x.

soide n'est pas connue ear, précisément,

Mais une cissolde de Divelés ne dépend que d"un parsmére {comme
le cercle ou la parabole). Toutes sont don semblables enire elics. On
construit Pune entre elles correspondant a : Fy Gy = d et on la coupe

par G t, de pente % qui donne By, puis A;. (fig. 18)

T

Fig.19

Sur ), A, By, corstruisons B i AB = g, o cn déduitx = Fy A, En
particuli on construit X tel que : X’ 2aden

Remarque ; Newton introduisit des équerres mobiles dans des cas
plus généraux que celui de la figure 15 - celui d'une *“fausse équerre” ot

313 1745 06939 05208 67843 67788 D23 23303 24T 36201 29u76
4 37070 379 1014 72015 20933 67935 33918 1eesd 73000 99027
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bonne distance. D.L. Simms, cn 1977 [SIMML, avee des preuves techniques
lréfutables *prouve’” Timpossibili de ces incendies commandés & distance
par utilisation de miroics el ipso facto prouve Uimpossivilité de Uexpérience
effectivement réalisée par Buffon | Quant a Pierre Thullier [THUI, en nous
proposant unc étud historique compléte (ct récente : 1979) ct en Fustigeant
Simims,... il nous semble bien prét Iui aussi & parler de ces " demi-savanis” s
chers 3 Descartes et de reprendre 3 son compe peut-&re  réponse de [histo-
ien Anglais Gibbon (1776) : “Puisque la chose est possible, j préfére encore
accorder cette habileté technique aux plus grands mathématiciens de Uanti-
quité plutot qu'a attribuer le mixite de ces histoires & 'imagination dévergon-
dée d’un moine ou dun sophiste.””

Alors qui es-tu Archimdde  Est-ce bien toi Finventeur de Pappareil que
Pon appelle encore vis d"Archiméde ct qui permettait aux Egypticns e faire
monter eau du Nil ? Estil vrai qu’d i suite d'une découverte célébre qui
porte encore le nom de “Principe d*Archiméde” tu courais & mojtic hahillé
dans les rues de la ville en criant *Euréka, euréka 1" 7 Etais-u bien parent
du roi Hiéron ? As-tu incendié la flotte de Marcellus ?...

Je ne répondrai pas : *“Que m'importe "

Non, mais les éerits mathématiques qui nous sont heureusement parve-
s 1émoignant magistralement d'un génie excepionnel. Le “Traité descorps
flottanis™ (“Les grandeurs plus denses qu'un fluide abandonnées dans cc
fuide sont portées vers le bas jusqu’a ce qu'elles sofent zu fond ; ct elcs sont
allégées, dans le fuide, d’un poids du volume de luide équivalent au volume
de Ia grandeur solide”", Propasition VI, Livre 1) m'importe plus que I'histo-
iette qui Paccompagne. La capacité e la compétence prouces o Archiméde
Tendent souvent crédibles pour I époque les exploiis qu'on lui altribue et qui
assurément font I'objet de surenchéres.

Des doutes subsisteront vraiscmblablement toujours quant aux événe-
ments divers tous probables rapidement décrits icl. Mais Peeure erite qui
nous est parvenue suffit a inscaller Archiméde sur e plus haut trane : oui, un
trés, trés grand savant. Ft e consensus général quant au caractére cxecption-
nel de Peeuvre d’Archiméde, aussi ancien que sa Iégende, rie semble pas
devoir souffiir dattaques.

PA.

LES TRAVAUX D’ARCHIMEDE

Nous ignorons comment les pretiers mathématiciens srecs ont procédé.
‘pour encadrer Je niombre . C’est dans un traité d"Archimede - “La mesurc
d cercle” que nous trouvons les premitres démonstrations relatives au caleul

8 72291 overe wou1s 29011 55087 12nun 58322 w7l IS09 35396
o 5773127033 7313 13698 #2091 auzi O0ara 1043a e3110 31413
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ment Ja spirale d*Archiméde, courbe qui passe par B. Flle posséde a pro-
priété qui nous intéressc ici

La tangente en B coupe la médiatrice Oy de AB au point T tel que la
longueur O1"est ésale 4 la demi-circonférence

OT = AB.SidoncOA = ,OT =

Justification intuitive  soit, sur la spirale, M voisin de B ; P st alors voi-
sin du point Q ot OM coupe Ia tangente en B au cercle (fig. 22).

3 46397 39367 TRSTH 54931 47196 21004 10800 €19y G0Ses €330
310 3455 3372 ST41h wES1 u7ue GT0N auAza 317 51583 54260
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surface hachurée & Paire du recangle [0, 7 J % [0,2) (représentant

Uensemble de tous les cas passibles). Ainsi, cette prahahilité est

AT
T m Twm

En particulicr, si on prend une aiguille de longueur égale ¢ la largeur

des lames (b=a) la probabilié d'intersection st 2

Si.vous avez s trsors d ptien, voil doms un moen o valer
¢ en langant Paiguille un trés grand nombre de [ois sur voLre parquet et
en notant la fréquence refative d’intersections (nombre d'intersections
i i b O O VOB B A S o e
ikl

de ). La loi des grands nom
relative tend vers T probabi

Mais ne vous faites cependant pas trop 'illusions ! Il st possible de
mantrer par exemple que si on désire oblenir une précision de 10~ avec
une probabilité de 95 "), on doit lancer 888697 fois ...

Pourtant, & I"ére des caleulatrices programmables et des ordinateurs,
il est possible de reprendre Pexpérience de maniére moins fastidieuse. |es
jels daiguilles seront simulés en géntrant des couples (9,y) de nombres

“an hasard” O<d< T

. 0<y<2) et on comptera une intersection 5
yehsind=2 ou y—sing =0 (c'est-d-dire en prenant a=b=1)

Contrairemnen! & ce qu'on pourrt penser, générer des nombres “au
hasard” west pas unc alfairc simple. On pourrait, bien sir, songer &
adjoindre une roulecte 4 I'ordinatcur ... mais outre la lenteur évidente des
tirages, des difficultés apparaitraicnt ducs a Pimperfection quasi obliga
Loice d*un tel disposilif ; des diffGrences de probabilits, méme minimes,
entre les numeéros se traduiraienl, vu les grands nombres utilisés, par des
variations faussant complétement les résultuts.

Diverses techniques sont possibles. L'une d'elle consiste & prendre la
suite des décimales de x comme suite de nombres (entiers de 0 & 9) “au
hasard” (voir article “Décimales de 7 et Statistiques”). Mais il existe
bien d'autres méthodes (on pourra & ce sujet constilter [KNUI])

7 O e pet Jamal avair de ceriude ol sac exemple une précsion de 10 2 ime
e A erand quron vaur, Le phénomére est amalngne § celui © 55 vous fancee
00160 ok 1 4, e e s 1 e vl i mains i 6 e 11 protabi.
e s s i)

359 7026 03676 13091 BUTS 65612 16658 DSOLY §T138 03906 39801
365 42022 1336 41D 32603 3aT6s SITNE 37989 55999 91120 9316
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Si f tend vers Pinfini Sy, tend vers Paire du disque
P, vers I longueur du cercla

Aire du disque
Carcé du rayor

Mais Pidée méme d'introduice ces rapports st venue que trés tardi
vemenc. Affirmer que la longucur du cercle est proche de 3 d n'est pas
exactement dire que = est peu différent de 3.

L'usage du compas a obligé & peaser 4 I'hexagone régulir.
eclle du cercle canduit & une valeur m

Ainsi

Longucur du d

Assimiles son aire 3
pour 7 ; le nombee 2¥2. dont 2,59 est une valeur approchée

1 wilisation de son perimérre donne une valeur meilleur 3.

La rosace de Nimes (fie. 13)
Dans le cercle de rayon OA = 2a, construisons I'hexagone régulie
inserit A A° A® _. et entourons.le d'un anneau ou alterent carrés et
triangles cquilutéranx de coiés tous Ggau 3
Nous obtenons un polygone réy
2 et inscrit dans Je cercle de rayon OB
Des calculs simples conduisent

sant |'aire, 4 3 pour une valeur de =,
e mliant e périmétre, & 12 valer melleurs 3,105%

. de 12 cdés égaun &

| Le carré dont OB est diagonale a pour coté 32 ou a(l +3 ]

Lucienne FELIX

61 575L 52000 9swug 53022 52216 03381 93014 2917 62137 35595
1 ce3es 3707 09303 369 DI eT 12 E2599 6610 1h21E
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yie(3 - L), oux=

Gauation mixte dalgébre e de trigonomélric.

Pour construire autant de points quon le désire sur la courbe, il
suifit de diviser OA en 2% parties égales par des milieux successifs, er FOX
cn 2% partics égales par des bisseclrices successives, On joint les points
pour tracer Ia corbe.

Par suite,& parti de 0y donné, nous passons & : 0 — & (ou &)
en construisant AH A‘s-‘x (ou Ally

n

Mais il y & plus : que dire du point My od la courbe atieint Ox 7
Quand y tend vers 0, 7y = tend vers 0, et £ tend vers 1, done
x tend vers OM, = 2, Nous construisons douc 7 en OP cu portant

B = 2 sur Ox ct BP paralléle & MyA.

Ainsi, la quadrature du cercle est obtenue si la courbe est tracée (ol
son nom de quadratrice).

Seulement, nous ne savons pas construire cetre courbe par un tracé &
Vaide de quelgiie appareil. Nous ne savons en construire que des points,
en nombre infini, aussi rapprochés gu'on veut (formant un ensemble
densc) oblenus un'd un ; mais, si 'on lilise régle et compas, ces points ne
sont pas quelconques.

Un tracé continu exigerait des cagrenages aux dents de formes incon-
nes encore plus mystérieuses que la courbe elle-méme.

PIRALE D’ ARCHIMEDE

Soit un cercle (0) de diamétre AB. A tout point P de ce cercle, usso-

cons e o M st ar O - P (i, 21). Bn v KB O

en 29 parties égales, nous cansiruisons une infinité de points M  ils for

317 52008 02736 099DS 6900 V313 Y23 68ITD 9910 56U E600
303 7500 331z eave 4370 39 02063 eud) STeec 35997 13566
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1L ésulte de cecl que I probabili intersection pour une aiguille de
longueur 2b (avee b <a) est proportionnelle il longucur de cette aiguill.
Ainsi, en désignant par p(h) certe probabilité : p(b) =i, et comme de

‘plus on sait que p(b) = 142 lorsque b = =2 on oblient immédiatement

=2 edone p) = 2

On peut laire d'autres démonstrations plus directes de cette égalite :
ainsi par exemple, désignons par ¥ fa distance du milien 1(0 <y < 2a) et

par 6 'angle de Paiguill ot de Ta dircetion des rafes (0<0< 5.

1Ly aura intersection si y +b sind 2 2a ou y—b sinf = 0 . Cest-d-
dire i le point P(0,y) apparticnt 4 I zone hachurée du. graphique
ci-dessous.

y = 2a-bsing

2a-b

O, la distribution uniforme “au hasard” de y sur [0,2a] ct § sur
[n‘ 7] entraine que la probabilié cherchée est le rapport de Paire de la

357 82719 37821 265 617U 99705 6TuS0 71833 20650 30sse gar
33 UAd0L 33627 36601 12501 3433 0738 12277 6a%us 2783 97
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Esypiens wllsaiot. Nows avons v que I meileure expredsion ex
<L aussibienr - - &
' ausi bien 1~ & — £
— Lcriture des nombres & la manitre des Babyloniens. En 1950,
.M. Bruins, en déchiffrant des tabletes de Suse, a montzé quon  util
st =3+ L4 2
& " @
ry étant par défaut, comparons-Ja & ce que doune nolee ociogone
i 2 P )
donne 7+ 28~ =3 2 et
9 g [
wwis proclie de Ia valeur babylanicnne, mais fa precision, < elle est viai-
ment indicuéc dars Ia tablerte indique une méthode différente qui naus
est inconnue

 Cestedindire pour nous 1, — 3,118,

pourd=3

16y e un peu
Notons que o valeur ( 4 )" dépasse un peu 3 +

o mous, Tes rapports _longuenr du corcle  aire du disque o
ra  les HAPPOML fongucur du diamétre carsé du rayon ™

un seul ¢l meme nombre.

Ce résultat énoncé par Archiméde étaitil connu avant lui ®

Les Egyptiens connaissaient I aire dun triangle. Les Gres pauvaient
utiliser les polygones régulicrs inscrits dans un cercle

Prétous-leur noue langage : décomposons le polygone régalier 'y,
inserit de 20 cdtés en 0 quadrilatéres tels que OAA’B ; son aire S3,
peut $'ecrire

S

L

R ey = LR x pirmere de P,

5 81911 97939 95236 1619 6328 7s0ss 08431 45123 71913 21799
© 58301 21591 23618 Twers 14269 12337 u89a0 80718 6use2 31961
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Les courbes cidessous monutent quelques exemples de cc genre de
travail. Pour les valeurs de n (nombre de jets simulés) on & pu ainsi
dérerminer au moyen de L Itéquence relative d’inersection des estima-
tions = (n) du nombre ¥

Eu se fixant une probabilité p , Ie caleul des probabilités permet de
définir pour chaque n_ un “‘intervalle de confiance” ' (m) — ¢, 7 () + ]
ted quil y ait wne probabilité . pour que w soit dans et intervalle. Ce
sont les eourbes de (n—°(1) — ¢ et (1—'(n) +¢) qui sont tracées sur
chuque graphique, (' (n) 5'obtient donc cn prenant le milieu du segment
joignant les deux courbes).

Le preaicr graptique uilise comme “nombres au hasard” les nom-
bres d’une table “ad hoc” (Rand Corporation). La probabilité p est
90 %, On voit gu’au bout de 100000 épreuves, 7 a 90 chances sur 100
dére entre 3,124 et 3,152, ce qui n'est gudre enthousiasmant | (A noter
cependant quc 7'(n) cst tout de méme tés proche de ).

Le second graphique est analogue au premier mais comporte en plus
les courbes (b) correspondant & p = 99 % .

Pour Ie troisiéme praphique on a uilisé comme nombres “au
hasard"” les décimales de r et p—90% . On constate que ['aspect est un
peu différent. Il semble par exemple y avoir une sorte de maximum aux
alentours de 25000 et peut &re une oscillation par la suite ... Y
aurait-l [4-dessous une myslécieuse propriété encore inconnue des déci-
males de 7 ?

Enfin, le dernier graphique a été effectué en wrilisant une méthode de
praduction de nombres au hasard appelée “sénérateur de Lehmer”).
On constate ici qu'aux alentours de 110000, est extérieur 4 I'inter
valle de “canfiance””.

Cecl w'est évidemment pas impossible, mais nous conduit tout de
méme & nous poser quelques questions concernant la qualité du *‘généra-
teue'” wiifisé .. (voir [KNU]).

oncta e %, = T, (mod 2% 1),

361 saEes 19T Seezr J00uS 70201 3902 1722 Teves 58931 01277
362 51586 85952 065k 3336 61017 36330 60167 10835 s1sa 10801
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ARCHIMEDE
(287-212 AVANT J.-C.)

Avant de faire une préseatation rapide des atuvres A" Archiméde, en
nartieulier au sujet de ce que nous appelons Je nombre 7 , quelques mots
doivent dtre dits sur Pecuvre ef la personnalité du *plus grand pénie scien-
tifigue de Pantiguité grecque”.

Qui était Acchiméde, quelle fut son ceuvre ?

Nous ne répondons & ces questions d’apparence si simple qu'avee une
infinicé de précautions. Fort heareusement, e grande partie de I'euvre
d"Archiméde nous est parvenue ; hélas, pas tout ! Quant aux Lémoignages
historiques, 'il convient de les prendre tous en considération, il convient
d’analyser et de comparer entre elles toutes ces productians postéricures &
Archiméde de quelquefois plusieurs siccles.

Nous avons done travaills ave le plus grand intérét quelques ouvrages
solgneusement choisis traitant de notre sujct apres avoir contrdlé que les
sources citées avaicnt dans tous les cas ¢Lé cllectivement consultées ef &
ies el nous e citerons pas i Ta pléiade de textes et cits dits scientifiques

53 03068 0J3WL TS U202 60ST usESY 25201 WSTeu 20507 3257R
0 U600 21334 uats 12071 ouned 3734 seass 4s3 03794 26396
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Lui Hui 208 Sargent 4, 157
Machin 17, 155, 136, 200, 202 Schneider 137
Mac-Laurin 87 Schonhage 203
Maheut 4 Schwab 15
Mahler 6, 20, 134, 250 Serlel 4
Marcells 37, 38 Col. Shanks 276
Maublanc 15 D-Shanks 206, 278
Mérigat 4 W Shanks 17, 201, 206, 250
Méson 236 Sharp 17, 200, 205
Matius 13, 119, 228 Simian 4
Mignouc 4, 6, 20, 122 Sienms 38
Milgram ¢ Smith 206
Monicr 275 Stellius 12, 16, 89
Montucla 243 Socrate §
Myxd Sodana 258
Nehemiah 245 Specht 173
Neumann (Von) 208 Stieltjes 136
Newton 16, 53, 69, 70, 71,92, 74, Stifel 15
93,94, 97, 98, 99, 167, 183, 200 Suirling 75, 82, 85, 86, 87, 88
Nicholson 206 Stormer 155, 156, 201, 202
Nicoméde 159, 169, 171 Strassen 203
Ozanam 243, 247 Strassnitzky 156
Pascal 16, 69,70, 81, 93, 95 Sylvester 135
Pearson 211 Talmud 5
Pérol 153 Tannery 24
Pt Archimede 04, 250 Thalés §
Piazzi-Smith 254, 256 Thuiller 38
Picard 98 Tite-Live 37
Plutargue 3, 37 Tomoyori 257
Poincart 102, 218 Tsu Chung Chi 205, 253
Polybe 37 Valéry 277
Pourtney 257 Vauhan 37
Plolémee 11, 205, 225 Véga 200, 205
Puissegur 4, 237 Vel 137
Pythagore 30, 224, 273 Eecke 36, 37
Quételer 207 13, 13, 16, 49, 51, 69, 80, 156
Quilke 236 el 4, 225
Ramacujan 201 Waldsemidi 137
Ramis 128 Walleehinsky 265
Reglomontanus 13 Walls 16, 59, 69,70, 71, 72, 73, T4,
Reitwicsner 206 75,96, 77,78, 79, 81 82, 84, 88,
Reynolds 261 91, 11
Richier 201 ‘Wang Fau 13, 205
Ricmann 105 Wantzel 6, 19
Robert 235, 236 Webster 236, 237
Roberval 69 Weierstras 137
Romain 14 Weldon 217
Raussel 4 wolf 217
Rudio 51 Wren 69
Rautherford 201 Wrench 206
Salamin 203, 204 Zuty. Tsu

Su5 91981 07057 53366 3373 02077 21527 AR 15039 A0 15830
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Un film qui montre

A IREM de Clermont, il y a des mathématiciens (
Hiennequin, C. I'rol) qui ont trouvé que Pidée méritait
Alors voici ce que nous avons fait

Nous avons filmé des enfants d’un Cours Moyen, celui d’Aiides
— Cest justement le centre de la France ! (voir Bulletin A.P.N.E.P.
£ 304) — qui enroulaicnt des serpentins, développaient des disques,
mesaraient, bref qui réalisaient Texpérience décrite plus haut ;certes “un
flm cst ™ et nous avons pris quelques fibertés avee e déroulement
chronologique. Nous avons surtout voulu que tous les maitres intéressés
par cette manipulation puissent Ia metre en ceuvre sans &tre arrétés par
des détails matériels. Nous leur proposons nos solutions pratiques.

Mais Ia manipulation dans Ia classe introduit un certain nombre de
““hruits”. On risque de perdre le fil conductcur. Auss, ct paralllement
an travail des éleves, avons-nous utilisé également unc console &’ording
teur sur laquelle Ia ““démansration” retrauve foute sa ‘“purcté’”

Vaici le itre du film1): “A la
Carriot, J. Maublanc, A. Confesson.

Auque, P
jen un filin.

cherche de =" ot ses auteurs : D,

Une suggestion

Que Mesdames et Messieurs les auteurs de manuels, 4 qui cette idée
appartient dorénavant, sachent bien qu'il leur est loisible de remplacer ou
de suguérer de remplacer toul ou partic d la manipulation — **gui prend
bien Lrop de (emps’ — par un texte adroitement rédigé. Par exemple
“En enroulant un ou plusieurs serpentins, collés bout 4 bou...**

Mais J'ai 0454 éceil cela quelque part.

& partir d'un quadrillage

{1V IREM (Instio e Resherche de 1'Enseignersent des Mathénaticues) de Chermnt,
Camplee Scienifique des Czeaus, 5.P. 15, £3170 Aubiér,

27 ST 129w meE TeN7 w079 32638 SET8 62973 28896 Vsewd
360 G087 user6 34475 vGeS0 A0TAT 11825 s8A27 43704 eads 1uede
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anceg L

® Formul de Machin (1706)
® « o

.
arcre L
s

@ Formuls de Stormer (1896)

L 1 L
v L sarets L v anrerg
5 57 Fa10

« Lormules de récurrence

Rappelons que :

Joe_a e D

aa w s G 11
Ce qui permet dPutiliser pour algorithme récurrent Tes formules sui

vantes.

Uzar = ~Uno1

ST
Gn eyt 11

TN

1
@yt
Spit = Sa1# Unst initialisation : S

initialisation : U

doi oAy - lim S
o

 Rapidité de convergence
1

Soit @ L aveca<beca
<

w Arctgd + g ance L+ oy Arcg
a b
caleuler avec d décimales.

La précision est obtenue lorsque : ——% —__ <10 ¢ @
" : W T < @

Pour Ia formule (D 1,11 suffic que T'on ait n>2.100.

Pour calculer  avec 10 décimales exactes, une calculatrice program-
mable de bureau, parmi les plus rapides actuellement, metirait environ 4 &
s pour atteindre cette précision

® est logiquement équivalent & :
logQn+1) + Gn+1)loga > loga + d
ordésque n>12 ona: log@nil) > loga
done il suffit d'avoir :  (@n+1)loga > d

done il suffit d'avoir

pour obtenir la précision de d d

297 sA% A6 96870 31335 s009m 33201 21031 8303 WD1z8 G951
292 C2035 200 A1z T172 34330 20353 30300 32042 02451 20720
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* Commentaire
Voici cing figures géométriques sur un quadrillage qui condu
chacune & une formule permettant ke caleul de z (done le calcul de )

par utilsa

on de Arctg L (avee 2 narurel non nul).

GnoAB _3 1 s i
1gAOB=AB = 3 - L oy AGB = Arctg L (pour simplifier
eAGn=AB - 3 o 1 OB = arcty L gour simpl
diture, T4 mearc o radians de
“Fangle” AOB a é1é notée AGH)
S - BC _ 1 o0 BGC 1
teBoc - BC _ 1 ol BOC = Arcig L
s o5 "3 5
P s
1£.COD — A -
g -4 o COD = Arcty
1 en résulie

G * - COD = L - 2 Avcty L+ Arcg L
AGD + BOC - €OD ~ T 2 Aty L+ ety 1

Le tableau suivant résume les formules oblenues.

Figures Formules Formules
P 1
© Al
%]
o |z [T
B z 3
@ |7 =2aneg ! +ace ! r=sareig | +aareg |
i 3 i s i
B T T T 1 i i
@ ete |~ Areun L+ vty | [a—anrern ] +dante | aang
M T AT g g A
Formule de Strasnitzky (1340)
= onvl el [T

Parmi d’auttes Tormules utilisées pour le calcul de & selon ces méthodes,
nous pousons citer :

289 20612 73990 w1 2720 QG0GT §7205 Tes2) 60eu3 13371 D112
23 3805 77370 Adeuc dursh 2803 s7a3 SRour S2hze 12392 §39e0
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Voici pour oblenir avec 1000 décimales les durées approximatives du
caleul sur calculatrice de burcau rapide

Formules | a | n maximal | Duréeenminutes
€| 2 1661 120

@ 3 1048 0

@ |5 716 50

@ 8 54 a0

* Choix de formules

La formule ) de Machin a été la premiére de ces formules utilisée
pour un calcul i la main et elle a permis en 1706 un calcul de ¥ avec

Mais on a ensuite utlisé, 4 partic de 1840, Ia formule @ de
Strassnitzky plus facile 3 manipuler 4 |a main 4 cause des divisions par 2%,
52, 82 qui sont. plus simples que les divisions par 2397

Lrarrivee des ordinateurs a privilégié les formules @ et @

— La convergence est plus rapide pour fa série de Stormer que pour la
série de Machin (durée de caleul réduite environ d'un quaro)

— La formule de Machin ne comporte que deux termes en Arcte ; Pen-
combrement_en machine est donc moins imporlant que pour l
formule de Stormer qui en compte trois (encombrement réduit dun
quart).

Compte tenu de ces deux critéres, le chaix entre @) et @ dépend
donc de Lordinateur ullisé et de ee que 'on ddsire obtenir.

o Intdré de calenl de %

Euclide, Archiméde, Apollonius, Viéte et bien d'autres qui se sont
attagués au caleul du *développement décimal’* de ., ont
entre autres, de dévoursir une éventuclle périodicité dans I
décimales A" Ia rationalilé de 7 qui en résulierait.

Celte préoccupation [ut_ bandonnée en 17
démoitira que 7 est irrationoel.

On  ensuite re fres était ou non aléa-
toire. Celte réponse ne peut ftre donnée avee cortitude ; cependant on
peut en augmenter fa_probabilité. Le caleal * de = fait cn 1967 avec
500 000 décimales a montsé que la suite des décimales de s est unc *excel-
Tente’” suite de chiffres aléatoires,

8 lorsque Lambert

293 7235 5119 SAUOY 49190 96929 13950 75778 Uooos Tesss 2031
I3 da1d 0308 Jrams 71222 WA 9T w3k 1571 4Tace 13305
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A PROPOS DU PAPYRUS RHIND

Ce document, vieus de prés de 35 siéels, allirme : “Paire du cerele
de diametre 9 coudées est celle du carré de cdLe 8 couddes'

Nous nous propasons, non pas de vérificr cet énoneé, mas de tr
ver des démarches actuelles qui y conduiraicnt. Nous verrons ensui
valeur du résulta,

Premier type de méthodes

Au moyen d'un quadrillage, nous avons dessiné des carcés dont les
chiés © ont des mesures enlitres. A un cercle dont le diamétre d a une
valeur entiére, nous tenlons d’associer un carre d’aire voisine

) Méthode naive : nous superposons cercle et caré

Paur évaluer au point de vie moderne Ie résultat, nommons § 1'aire
du cerlee, K Paire du carré et posons
o ak
it il
S <K équivantdoned 7 <7, S = K A1

i alors que v - 42

Nous uiilisons des couples de nombres pairs pour ¢ et pour d_ pour
iliser les symérries er travailler en réalic sur un quart de cerele ¢l un
quart de carré.

W7 am0u 124 1654 97627 80797 71560 43S 07700 12961 6083k
45 T30 33355 SRans 06353 2207 22253 28488 GBI 8560 2050





index-15_1.jpg
n

Il reparait depuis, périodiquement, dans les journaux camme
synanyme de probleme inexiricable, comme en témaigne le merveilloux.
dessin de Jacques Faizant

JACQUES FAIZANT.
(EENTE R
NPT AT o

s Ty
et s e S

\_/TiLifT =) ;;. P
7 £

TE POINT N 18

17 S0zw swuss weon B026 2522 30323 36as S5 26193 1198
Vo R0 20313 937 Szaas SA7es A2A3 A1430 61717 Teear uIa0d
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parlent de la contraction de un huiliéme. Sans quitter le onziéme siécle
Iotharingien, on peut en trouver . 1| agit d'un petil railé dont on con-
ol Lrois copies. (Une édition dans les Archives internationales dhistoire
des scicnces, vol. 26, n° 98, juin 1976, p. 63 : a treatise on the squaring of
the circle by Franco of Liege of about 1050).
“quaddranuram circut) ... quidam ita consiinunt ur & puncio dimerrum

idant portiones demptaque portione vigja lanis quadrati ducant ...""
re : certains (pour quarrer le cercle) divisent le diamétre en huit
parties, enlévent la huitiéme, et prennent cela pour cité du carré.

Mais Pauteur ajoute :
“hi omnes a veritate longe absunt”

pour dire qu'il récuse Ja méthode. Il a bien choisi la facon de le dire -
“longe™, c'est trop loin, ce n'est pas assez prés. |1 s'agit bien d'approi-
mations,

Etonnant Moyen Age !

45 aneny aasn 277t 33931 8SsS2 s2use 51989 43ioe 99725 2uss0
VD WNEI3 13736 laeos 46y 30367 36222 42668 312u0 Im0s1 Fuim
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La meilleure des trois solutions (Sr, Ko, (Sg, Ka), (Ss, K) n'est pas
visible, du moins sur les figures telles que nous les avons dessinges ; il fau-
drait une étude suppiémentaire d'un cspril différenc. Mais il faut tenit
compte de la signification mystique des nombres. “*Sept” est un nombre
sacré, surtout chez les Juifs mais aussi cher. les Fayptins — micux vaut
étre prudent et conclure comme le papyrus Rhind que le cercle de diame-
tre 9 a méme aite que le carré de cAté 8.

b) Miéthodes moins naives, On cherche un polygone dont Paire s'éva-
e facilement, qui ressemble au cercle et tel qu’un careé ait une aire voi-
sine, carré dont nacurellement le c6té est mesuré par un ender.

Le polygone formé avec quelques diagonales du quadrillage aura
bien une aire entire grice aux symélrics.

Partons tout simplement de d=3. En écornant le carré circonserit
par 4 diagonales, nous farmons un actogone irrégulier qui chevauche le
cercle et dont I'aire est évidemment comparable ; cette aire est 3 carreaux
plus 4 demi-carreaux, done 7 carreaus.

Laire du cerele dont le diamelre sst 3 coudées “vaut™ 7 fois Je ca
reau dont le cOLé est une coudée.

Matis ceci ne répond pas il question £ il faul chercher un caré équi-
valent a Poctogone.

ins

Changeons d’unité et simplifions Uécriture & la maniére moderne (le

dessin remplacerait le calcul par un simple dénombrement)

unite.  d=3 (ot
6 (o) =2

d=9 (o) = 7x 9 = 63

presque 64 —
nctusion :lecercle de diamétre 9est pew prés équivaient au carré
de coté .

Cest ce que nous vervions par simple dénambrenent si nou
te quadrillage qui donne d =9, Encore auraitil fallu ¥ penser

tracions

51 15076 D637 451D 96596 03402 52288 79710 8334 56691 3867
52 22070 89005 60101 50330 5417 28630 52087 ATe03 17824 33858
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Le caleul des décimales de  peut aussi tre utilisé pour tester sur un

ordinateur ©

— son bon fonctionnement,
— sa rapidité de caleul,

Tencombrement du programme en machine,
— Ia facilté de programmation.

1L peut tre aussi utilisé par le programmeur paur fester s
sance de la programmation et des possibilités de la machine,

[Chapitre composé & partir de textes de Carriot, Sargent, Lesour.]

connais-

L resond sctuc £ 1000 060 de deimales (1974)

295 quzsh UsRE 11990 76112 87256 05911 B9Ise BIEDT 3168 8203
86 7632 36732 4173 7320 81733 2204 62987 99200 49035 14034
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La méthode devient intéressante quand on ne voit pas uvee évidence
50 K est inlérieur ou supérieur & 5. On peut prendre

S0it 295 = %

T 7

o
&
R
T 1 b 2 Tie 3 b ]
P

1L e semble gure plus avantageux de fuiré encore des pis et on peut
aussi accepter

T

20
O

done w2316

ECrT

Mais le pas suivant nous éloignerait du bu
blement trop grand.

¢ devient visi-

4=10 Sk, m s = i
=9 I N
o FREE i
u-20 [EBER
T
)

49 olese 21294 52267 N6T6T 969s2 57100 52289 99sa6 66127 82398

30 %4805 6116 Jeed3 62305 7736 ae3 sse3s usew 17032 4112
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I. LA GEOMETRIE DES GREC!

La géométric leur fournissait de nombreuses constructions avec la
le et lo compas. Mais leur impuissance devant certains problemes
conduisit pendant des siceles 4 do nombreuses recherches. Nous allons cn
dire quelques mots pour situer par rapport & ces problémes celui de la
quadrature du cercle.

L. Le probléme des deus moyennes ; On sait *‘insécer"” une moyenne géo-
mérique X entre deux données a ot b,

{en langue moderne, résoudre 5 = & (fig. 1)

e 1

mais comment insérer deux moyennes ?

Ao Xo Y don
[CEE-EE

- ab).

2. La duplication du cube : On sait consiruire un carré dont Isire est
double de celle d'un carré donné (<2 = 2 a?. (fig. 2)

Mais comment construire un cube dont le volume est double de cclui
@un cube donné 7

(& = 2a*; est le probléme de la double moyenne pour b = 2a)

23 17062 27363 79697 STINY 83023 98600 594 81616 Wauk A3sSD
500 1732 13138 93747 06208 maTes 2365 37105 11508 3au23 99775
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ABONNEZ-VOUS a la
REVUE DU PALAIS DE LA DECOUVERTE

dans chagque numéro veus trouverez

un panorama sur 'actualité scientifiaue, chronique de Fernand LOT.
le texie intégral dune des conférences du samed,

e commentaire des expositions temporaires qui permet de béné-
ficler pleinement des expositions,

des rubriques sur les expériences présentécs dans les sallos, sur
Vactivits des clubs de jounes.

des nowvelles dos mussas.
dos récréations sciantifiques,

le_programme détailé de toutes les
\Dtcnnven-

I I i P it

L el

il PRIV B
. Laisser ure caco entre cheaus mot dans le liselle cu nom st de Tades
o bon — & renvoyer e elas da ls Daccuerte

~ Pricser M., Mma ou

e doit pas i ulist sour un résbonmement]

el profersion cors quel ype derablcacront 7
auelle o

Lo abonneaents souserts avant e 10 du_mois_comprendront (e
ouméro da co mois : les abonnements souscrits apres e 10 du. mois
Seront servis 8 dater do mois suivant

Tarlf pour une année (10 numéros mensuel plus 1 ou 2 numéros spéciaux) 65 F
(Etranger 85 F) Abonnemant de soutien 100 F.

Réglement par chéque bancaire ou postal A Fordre du

PALAIS DE LA DECOUVERTE, C.G.P. 506548 PARIS - avenus Franklin-D.Roosevait,
75008 PARIS.






index-163_1.jpg
LEPROBLEMEDE LA QUADRATURE DU CERCLE
PARMI LES AUTRES PROBLEMES DE CONSTRUCTION

3

Peopurtons

Lqustion du
¥ dome

Pince de T Qusdraturs du Ceree

Aires

Prablénes
eisolus

Problemes
rsalus
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3. La trisection de Pangle : On sail construire la bissectrice d’un angle.
(Porler OLI = OV. La droite cherchée est médiatrice de UV). (fig. 3)

v

Mais comment construire une tris
nométrigue

oA =1

. AB

. AP=

Si P est pied de bissectrice (fig. 4) : x
Covidieim s Lr =0

- Fin.s

1N
9

Si P est pied de wriscerice (fig. 5) : x = 1g &, done : K =
Cestidire s 0 ~ 3kt~ 3x 4k = 0. 3

B s

& s

La difficulté est done précisée. Nous savons construire les racines
d'une équation du second degré dont les coefficients sont connus :

101 w288 53277 9T 13951 wasTe 17221 97597 99389 gesas 22057
302 05763 79628 36126 91972 35798 G620 730 11876 Grse Buset
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Eratosthene 36

Etlenne 252
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ductible sur K (e s"annulant pour aucun X €K), I'ensemble des nombres
a-+bd constitue encore un sous-corps de C contenant K, noté K(@) et
appelé extension quadratique de K obienue par adjonction de . On cons-
tate immédiatement que Kif) coincide avec U'extension quadratique sim-
ple obtenue par adjonetion de Uunc des racines carrées du discriminant
bi—dac. Par suile, toute extension quadratique peut éire considérée
comme extension quadratique simple.

1.3 — On constate immidiatement que K(@) constitue un espace
cectoriel de dimension 2 sur K admettant pour base le couple (1, 0)

1.4, — Les efements de K(0) annulent des polynomes de degré 2 &
coefficients dens K. En elfel, si x = a + b8 (1€K, bEK), on déd

Gc-a)’ - b - 0, ce qui démontre Paffirmation précédente, puisque
(REK. ki particulier Jes sléments de K(8) sont algdbriques sur K.

2. Extension quadratique itérée

20— K éant un corps de nombres, considérons une suite
Kq = K, Ky, Ky, .., Ky de corps de nombres (els que chacun d’en soit
extension quadratiaue (simple) du précédent : K; = K._ 6, 82 € K,_;
pouri = 1,2, . n. K, est alors une extension quadraiique itétée de K.
Onnote K, = K(h, #: .. 8,

2.2, — On peut énoncer le théoréme suivant
@) Ky est un espace vectoriel de dimension 2% sur K admetiant pour
Hase le systéme des nombres 0", 0" .., (e = 0 ou 1 pour chaque i)
b) Chugue éiément de K., anmule un potsnome de degré maximal 21

coefficients dans K. En particulicr, les éléments de K, sont algébriques
sur K.

Démontrons ce théoréme par récutrence :
Comme Ky = K, le théoréme est exict pour n=0,

Supposons-le alors vrai jusqu’a Fordre n—1. K, est un espace

vectoriel sur K (qui est un de ses sous-corps). De plus, si XEK,, on a

x =+ bl @EK, |, bEK, .). Par hypothisc de ricurrence, 4 ct b

sont combinaisons linéaires & cocfficients dans K des nambres f,", 1%,
H o = D 1),

En reportant dans Pexpression de x. on voit immiédiatement que x cst
combinaion linéaire 4 coefficients dans K des nombres f,7%, 4
0 @ = Ooul).

Par ailleurs, une combinaison linéaire 4 coefficients dans K de ce
systéme de nambres peut s'éerire en ordonnant en f,: 3 - b
(@EK,_;, bEK, ). Maisa 1 bd, — 0enirainea — Oel'b - 0 (sinon
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T - PARADOXE!

Le Petit Archiméde n° 4 proposait ce -puradoxe. LA TERRE,

Autour de son
équateur, une ficelle ;
vous coupez et pro.
longez ce lien par un
petit morzcau d'un
métre.

Renouez, vous
obtenez alars une
belle auréole, Une
souris peut-ell se ali
ser enire cetle ficelle el
la terre ?

Bt si on remplace
la Terre par une balle
de ping pong

PA.

Passera? Passerapes?

Ce texte a été repris dans des manuels de CM2, de sixiéme el de Lroi-
siéme ; naus ne crovons pas devoir fournir un “corrigé”". Le lecteur saura
compléter ce tableay

Terre Ficelle
Rayon

Cercle

B puis il est Loujours possihle de créer un avtre -paradoxc. En cifet
installez votre ficelle-auréole & un métre de la terre ... Qul scra l'excés de
Longueur de cette ficelle sur 'équateur ? Et vous changez bien entendu de
sphére ¢

PA.

527 9sesu 07913 20872 08322 7235 95720 BUTST 1651T 1a76S SIy
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entension quadratique itérée du corps de base qui est ici Q ou, ce qui est
Gquivalent, si % appartenait & unc telle extension. Cela impliquerait en
particulier que 7 soil algcbrique (sur Q), ce qui esl faux (voir Iarticle
Lindemann-Hermite). L'impossibilité est démontrée.

5. Autres problémes de constructions impossibles

Bien que non liés au nombre =, les problémes ci-dessaus ont été sou-
vent associés A Ia “quadrature du cercle””

La “duplication dy cube®” (zonstruire le c01é d'un cube de volume
double de cclui d’un cube donng), On vérifiera sans peine que la possibi-
1cé de la construction par régle c compas e
3 A >

T appartient & une extension quadratique irérée de Q. On pourra cn
démontrer Pinexactitude & titre d'exercice.

La “trisection de Iangfe” (construire un angle dont la mesure soil le
ters de celle d’un angle donné).

ivalente & allirmer que

La donnée de I'angle o revient & celle de son cosinus ct son sinus, soit
acelle dunombre complexedemodule | cosa + isina = e (= §),

Le probleme revient 4 caleuler 3 = 7, Cest-A-dire 4 résoudre 22 = f
(Ic corps de base étant ici Q(3)). La encore, on vérifie que sauf pour cer-
taines valeurs particuliéres de 4 (par ex. § = 1ou 8 = i...) les racines de
cotte équation n'appartiennent 4 aueunc extension quadratique téete de.
Q). D' Fimpossibilité.

ANNEXE
EXTENSIONS QUADRATIQUES

L. Extension quadratique

1.1 — Soit K un corps de nombres (sous-corps du corps ¢ des com
plexes). Si  est un nombre complexe w*appartenanl pas & K mais tel que.
SEK, on vérifie aisément que Lensemble des nombres de la forme
a+b7(aCK, bCK) constitue un sous-corps de ., contenant K, que I'on
note K(@). K#) cst une extension quadratique simple de K obienue par
adjonction de . Par cxemple, 51 K = Q (corps des rationnels), Q(2) est
e corps des nombres a+b 2 @EQ, bEQ).

1.2. — Plus généralement, s § est un nombre complexe snnulant un
polynome du second degré, axt + bx ~ ¢, & cocllficients dans K ct i

135 93008 05260 16996 27315 16136 89033 WIMY smess B9 1v3eT
T TN SEED 5NN SR oRand 57 il 5%k WSS oo
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L’AIGUILLE DE BUFFON

Gearges Lovis Leclere, comte de Buffon (1707-1788) est connu
essentiellement pour son cure de naturaliste. 1" “Histire natrelle
générale et particuliére’ (15 volumes), I**Histoire naturelc des oiscax””
© volumes), le **Supplément 4 histoire naturelle” (7 volumes), I™ His-
taire naturelle des minéraus et traité de Paimant” (5 volumes) lui vau-
drgnt Iy lus grande clébite George Lo Lecere deviendsa, par Iy
srice de’ Louts XV, comte de Buffon. Cer excellent. adminfiurateur
(iulfon eurichira et sgrandics le ardin du Ros), membre de I Académie
Francaise el de (oules les grandes académies curopécanes, fut wuss philo-
sophe et mathématicien

Ses ceuvres mathématigues comprennent
— une traduction de la Méthode des fluxions et des suites infinies de
Newton, augmentée d’une Préface de 26 pages ;

— trois notes critiquant une proposition de Clairaut visant & ajouter au
Lerme en 1/x2 de Patiraction de Newlon un terme en 1/x4;

— Des probabiliés de la durée de la vie (175 pages) ;

— Etaf général des naissances, des mariages et des morfs.

Cest dans son *“Essai d'arithmétique morale’” publié en 1777 [BUF]
que Ton peut trouer Lt “Mémoire sur I¢ jeu d franc carreu’ ui con-
tient le fameux probléme de 'aiguile si souvent cité et pourtant si peu
lu

Sinterrogera-i-on sur le plus grand plaisir rencontré en découvrant
ce texte  vientil du ton, du style de Pautcur ou bien de la démarche

Jt 26 02091 02356 47752 72108 20810 s3518 89915 293 B9Na
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6, - = B €K, et par ypothise e curenc, s coefcens dela
combinaison lincaire (figurant soit dans a, soit dans b) son tous nuls

Par suite Te systéme des nombres 6, 5% .. 0, (e = 0 0u 1) est
une base de K, considéré comme espace veetoricl sur K, ce qui démontre
le @)

Enfin, si x €Ky, le systeme des nombres I, %, %%, .., x2” est névessai-
rement ié (relativement & K) puisau'il comporte 21 + 1 élémens et que K,
est de dimension 2'. Il existe done des léments non tous nuls g, 7, 7
Y G KT Qe + 1+ o+ 7, 6E = O quiuchive I démons-
tration du théoréme.
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“Je me sus amusé & en faire le calcul, et j'ai Lrouvé que pour jouer &
jeu égal sur des carreaux carrés, le edré du carreau devait étre au diamétre

et demie fois

deléeu, comme 151 = |75 cesteiedive & pea prés i
plus grand que le diamérre de la piéce avec laquelle on joue.
“Pour jouer sur des carrcaux triangulaires équilatéraus, le cdté du car-
reau doit &re au diamétre de la pitce, comme
1
+93
.

343

3

"est-d-dire presque six fois plus grand que le diametre de la piéce.
< Sur descarrea e losange, e céré du carreau doi Etre au diamétre
de la pitce, comme
1l
2
b

estrdndice presque quatre fois plus grand

1

““Enfin, sur des carreaux hexagones, le cdté du carreau doit étre au
diamétre de'la pitce, comme

3

R

T o

est-tedire presque double.

“Je n°ai pas fait e caleul pour &"sutres figures, paree que celles-ci sont
les seules dont on puisse remplir un cspace sans y laisser des intervalles
d'auires figures ; et je n'ai pas cru qu'l f nécessaire d’avertic que les
joints des carreaux ayant quelque largeur, ils donnent de l'avantage au
Joueur qui parie pour le joint, et que par conséquent I'on fera bien, pour
rendre le jeu encore plus égal, de donner aux carreaux carrés un peu plus
de trois et demie fois, aux triangulaires six fois, aux losanges quaire fois,
e aux hexagones deux Tois L longueur du diamétre de la pice avec
lagquelle on joue,

“Je cherche maintenant le sort du troisiéme joueur qui parie que 'écu
se trouverasur dew joints ; ct, pour le trouver, | inscris dans I'un des car-
reaux une figure seniblable, conume j'ai djd fait ; ensuite je prolonge les
covés de cette figure inscrite jusqu’a ce qu'ils rencontrent ceux du carreau,
le sort du troisicme joucur sera 4 celui de son adversaire, comme la

45 S146 11769 59760 9921 00381 A3S3T 11T TMITE 9mwsA TSA1D
W€ LUes2 4399% 0L00 51622 IS 1655 3373 5787 73398 1616
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‘mathématique, de Péventail des cas éudiés ? Nous ne saurions, quant &
nous, le dirc. Mais laissons la parole 4 M. de Buffon.

L Analyse est e seul instrument dant on se soit servi jusqu e jour
dans la science des probabilites, pour détermincr ct fixer les rapports du
hasard ; la Géométric paraissait peu propre & un ousrige aussi délié ;
cependant si I'on y regarde de prés, il sera facile de reconnaiire que cel
avantage de P Analyse sur la Géomélrie st tout & faif accidentel, ef que It
hasard selon quil est modifié et conditionne, s¢ trouve du ressoride la
‘géomitrie aussi bien que de celui de Panalyse ; pour s'en assurer, il sulfira
de fuirc atiention que les jeus et les questions de conjecture ne roulent
ordinairement que sur les rapports de quantités discrétes ; Pesprit humain
plus familier avec les nombrs quavee les mesures de Péendut s a tou
jours préférés ; les jeux en sont unc preuve, car leurs lois sont une arith-
métique continuelle ; pour mettre donc la Géométric en possession de ses
droits sut Ia science du hasard, il ne sagic que dinventer des jeux qui rou-
Tent sur Pétendue et sur ses rapports, ou caleuler Je peiit nombre d ceux.
de cette nature qui sont déja rouves ; I¢ jeu du franc-carrcau peut nous
servir d’exemple : voici ses conditions qui sont fort simples.

“Dans une chambre parquetée ou pavée de carreaux éyaus, d'une
figure quelconquc, on jetté en Pair un écu ; Pun des joueurs parie que cel
Geu apres sa chutc sc trouvera & franc-carreau, cest-A-<ire sur un seul car-
reau ; le second paric que cet écu se trouvera sur deux cgrreaux, Cest--
dire qu'il couvrira un des joints qui les séparent ; un troisiéme joueur
parie que l'écu se trousera sur deus joints ; un quatriéme paric que Iécu
5¢ trouvera sur trois, quatre ou six joints : on demande le sort de chacun
de ces joueurs.

“Je cherche d"abord le sort du premier joucur et du second ; pour e
trouver, Jinsiris dans l'un des carreaux une figure semblable, doignée
des cdids du carreau, de la longueur du demi-diamétre de I'écu e sort du
premicr joueur ser & celui du second comme la superficie de la couronne
circonserite est & a superficie de la figure inscrite : cela peut se démontrer
aisément, car tant que le centre de I'écu est dans la figure inscrite, cet écu
D peut &re que sur un seul carreau, puisque par construction cefte figure
inscrite est_partont éloignée du contonr du carrean, d’une distance cgale
au rayon de Iécu ; et, au contraire, dés que le centre de Pécu tombe au
dehors dela figure inscrite, Iécu est nécessairement sur deu ou plusieurs
Garreau, puisque alors son Tayon est plus grand que la distance du con-
tour de ceite figure inseritc au contour du carreau ; or, tous les points o
peul tomber ce centse de 1'dcu sont représeats danis Ie premer cas par la
superficie de la couronne qui fait le reste du carreau ; donc le sort du pre-
mier joueur est au sort du second, comme cetie premiére superficie est la
seconde : ainsi pour rendre égal le sort de ces deux joucurs, il faut que la
superficie de Ia figure inscrite soi égale & celle de Lt couronne, ou, ce qui
est la méme chose, qu'elle sait la moitié de la surface totale du carreau.

3 5042 1Mes 24930 77093 92007 32947 63050 sus1Y 87872 03920
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samme des espaces compris entre le prolongement de ces ignes et les corés
du carreau est au reste de la surface du carreau. Ceci n'a basoin, pour &ire
pleinement démontré, que d'dtrc bien cntendu.

“J'ai fait aussi e calcul de ce cas, et j'ai trouve que pour jousr @ jeu
al sur des carreaux carrés, le coté b carreau doit ére au diamere de la

L

pitce, comme 1
e
“Sur des carreaux ringulaires équiliérau, le cd1é du carreau doit

e au diamire de la pidee, comme 1+ | c'est-aire double

 Cest-a-dire plus grand d'un peu moins d'un tiers.

"
dire plus prand denviron deus cinquiémes
“Sur des carreaux hexagons, lecoté du carreau doit &
de Ta piéce, comme 1 % V3 . Cesteadire plus grand d'un demi-quart.

Cesta

u diamétre

“Maintensnt, lo quatriéme joueur parie que, sur des carreaux triangu-
Luires équilatéraux, I'écu s trouvera sur six joints : que sur des carreau
carrés ou en losanges, il sc Lrouvera sur quatre joints, et sur des carrcaux
hexagones, il se troutera sur trois joints ; pour déterminer son sort, j¢
décris de la pointe d'un angle du carrean, un cercle égal a I'écu, ¢t je dis
que sur des carraux triangulaires ¢quilatéraux, son sort sera 4 celui de
son adversairc comme la moiti¢ d la superficic de ce cercle est a celle du
reste du carreau ; que sur des carreaux carrds ou en losanges, son sort sera
a celui de 'auure comme 1a superficie enticre du cercle est & celle du reste
du carreau ; el que sur des carreaux hexagones, son sort sera & celui de son
adversaire comms le double de cette superficie du cercle est au reste du
carreau. En supposant donc que la circonférence du cercle est au diamé-
tre, comme 22 sont & 7 ; on trouvera que pour jouer 4 jeu égal sur des car-
resux trisngulaires éauilatéraux, le odté du carrezu doit Gere au diamitre

deta pitce comme 11 Y3
quart. v

*Sur des carreaux en losanges, le sort §
ceaux triangulaires équilatéraus.
“Sur des carrcaux carrés, le cdté du carreau doit &tre au diamétre de

. Cest-dudire phus grand d’un peu plus d'un

rale méme que sur des car-

L piéce, comme 1 dire plus grand d’environ un cinguiéme

iy
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3. Bstce que celte régle a & répanduc, ¢t comment ?

Ici la réponse reléve d'une enqute historique possible, difficile et
utle (pour qui veut suivre, & travers les sitcles, 1'évolution de Pidéc
@approximation) ; entre 1877 avant 1.C. et 1877 uprés, qui done a prati
qué cet algorithme si simple et si commode 7

D'aprés des résumés que J'si lus dans Math. Reviews (52,5277 el
53,10527) il semblerail, selon Radha Charan Gupta, qu'en Inde aussi, il
a des siteles, on trouve trace de la diminution du ncuviéme.

La piéce Ia plus curieuse de mon maigre dossier est un petit exte latin
(BN, ms. lat, 1044, Fol.60)
“circumducto quantoliber circulo...” dtant donné un cercle quelconque

Cest la méme ide, mais ave le secours du langage sraphique e1 sans
exemple numérique.

Onaun cercle ; o le contracte d’un neuvidme, d’od un second certle

intérieur au premier

“alterum circulum interiorem

exteriori circulo nona parte contractioren ...
Alors on peut dite que Ie car circonserit au cerele intérieur a une

surfuce égale & celle du cercle extérieur primitif :

“aequos habebis quadratum et circulur ..."

La copie que conserve la Bibliothéque nationale semble &tre du dou.
7iéme siccle, mais le texte remonterait peut-Gtrc 4 1050,

Muis cette diminution du neviéme, pourtant si simple el 5i com
mode, on n'en trouve pas de traces qui marqueraient les intermediaires
entre nos deux témoins : le papyrs f le manuscrit médiéval. Voici ce
quen dit le sage ef savant Paul Tannery : *... il faut simplement conclure
quun Lotharingien du onziéme siécle & renconiré de lui-meme co que
trois millc ans auparavant on avail inventé sur les bords du Nil”

(Une correspondance d"écoltres du X1 siécle, Natices et extraits des
mss de la B.N., XXXVL, 2 partie, p. 487, Paris 1901).

En commengant, j'ai posc, en langage daujourd'bui, le probléme
danc nos deux témoins donneat une solution : de quelle fraction faut-il
réduire le diamétre pour quen élevant au carré on trouve Iaire circulaire?

D- Dy
*D*

Choisir 1. Comme on sall (mainienant) que A = T, on a

Soit, en éeriture familitce : A

=1 - /4 el dela connaissance qu'on & du nombre ¥ on peul con-
clure au choix de £ . En particulier ona 179 < f < 1/8.

19 est une meilleure approximation que 1/8, et c'est justement celle
que donnent nos deux textes. Mais on Trauve ause des éciils anciens qui

43 w9625 2317 49390 313 1e2se 09190 53925 02372 21836 ue1sy
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converge beaucoup trop lentement. Notons également que Viete ne se
préuceupe pas de L convergence du produit : il suppose impliciremer
il tend vers une limite finie non nulle. Ajoutons enfin qu’en conside
rant un polygone 393216 cdtés et la méthode traditionnelle, il obticnt
9 décimales exactes

3,1415921

5 < w < 3,1415926537

Cest 4 celte époque que commence L course aux décimales qui
explique en partie par Uarirait tout nouveau des ractions décimales.

Adrien Romain (1561-1615) caleule 15 décimales (polygone & 15.
28 cbiés) et Ludofph van Ceulen (1539-1610) — Ludolph de Colognie —
‘obtient en 1609 35 décimales el fa gloire : en Allemagne, 7 porte aussi le
nom de “nambre de Ludolph””

On voit que la performance est intéressante sur le plan sportf el
awon pourrait Paméliorer ea augmentant encore le nombre des cotés.
Pourtant, et c’est heureux paur les mathématiques, les recherches s'orien-
tent vers P'économie des moyens.

En 1621, Willdbrod Snellius (1550-1626) monire dans son ouvrage
“Cyclometricus” que des précisions du méme ordre peuvent &re obie-
nues en urlisant pour a mesure d'un angle les approximations
2sin0 - w0 _ g,
3 Teon
approsimarions qui fusent démont

9+ corf
Ges pur Huygens

Le progsés est de taille puisqu'd I'side des seuls hexagonss Socllius
obtient une précision supéricure 4 celle o Archimede (96 cdes), et Huy-
gens oblient le méme résuliat a Paide du riangle équilaréral

Parallélement & ces progsés récls, le problime de la quadrature
devient 4 Ia made el fait Pubjel de publication: rlelues ; on engage des
paris cn argent. Charles Quint crée un prix de mille ccus, o assiste 2 des
Proccs. Ainsi, un homme de condition praposa 10 00 francs pour réfurer
sa solution (dont il déduisait de plus la preuve palpable de la Sainte 1T}
nilé ol e carré éuail Je pére, le cerele e Jils of una troisiéme fipure le Suini-
Esprit ; il en déduicait aussi Pexplication du péché originel, la déclinaison
de Paiguille aimamée, etc. 1l 1’y manguait gu'une demi-douzsine de
atans lavenrs). Toujours estil que les candidats ne manguérent pas, une
femme plaida, mais 1o Chatcle: jugea que Iz fortune d'un homme ne
devait pas souffrir des crreurs e son csprit lorsqu’elles ne sont pas nuisi
bles & L sociéeé (ROU-1, p. 318).

La palms en cc domaine revient & un nommé Liger qui commengait
par démontrer que 25 — v24, le reste suit

21 SSTHR ST uSe1s DR9Y S0AE9 S3311 sasiT TTass sAsnr soead
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MINOIS (Sorge). - In : Humanités Scientifiques. - Vol. 331,
332,333,

Z - Irem de Nice
POLYA. - 1a découverte des mathématiques T1. - Dunod,
1967,

PREVERT.
de poche).
PUISSEGUR. - Lettre sur * Pi-ramides ",

ROUSE BALL. - Réeréations mathématiques ct problimes
des temps anciens ot modernes. - 3 lomes, Hermann, 1926
1927,

ROUSSET (Paul). - Histoire de 7.

RUDIO (F.). - Geschichtc des Problems von der Quadratur
des Zirkels.

SALAMIN. - Computation of . - In : Mathematics of
computation. - July 1976,

SARGENT (J.). - Bulletin de I'lrem de Toulouse 7-22.
SCIENCE ET VIE, - $i “x” vous il compié... avee
500 000 décimales. - n” 665, fevrier 1973,

SHANKS (D.) et WRENCH (J.M.). - Calculations of = 1o
10000 décimals. - In: Mathematics of compututions,
u® 77, janvier 1962.

SIMLAN.  Diverses approximations. - Caleuls effectifs,
SIMMS (D.I.,). - *Archimedes and th
Technology and Culture 18 (1977).
THEOPRASTL. - In : £"écho des messaches, vol. dans Ra.
THUILLIER (Pierro). - Une éigme : Archimede et les
miroics ardents. - In : La Recherche, vol. 10, n* 100, mai
1979, p. 444 4 453

TICTZE. - Tamous problems of mathematics
Press, 1965,

TRAUB (J.F.). - Analytic Computationnal complexity
-Academie Press, 1976,

VOROBIEV (N.). - Caractéres de divisibilité et suite de
Fibonacei. - Moscou, 1973

VAN DER WAERDEN (B.L.). - Modern Algebra. Frede-
rick Ungar, 1950.

pectacle La transcendance (collection livre

urning mirrors” in

- Gravlock
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au-dessus de ab arrive de méme au-dessous de cd, il ne s'agit que de déter-
‘miner I'un ou Pautre ; pour cela je remarque que foutes les situations de la
baguetle peavent Gtre représcntées par le quart de L circonférence du cer-
cle dont la longueur de la baguette est le diamétre ; appelant don 2a fa
distance CA des joints du parquet, ¢ Ic quart de a circonférence du cercle
dont la longueur de la baguerte est le diamétre, appelant 20 la longueur de
1a baguette, et f la longucur AB des joins, Paurai f@=bjc pour
Pexpression qui représente Ia probabilité de ne pas croiser Ie joint du par-
quet, ou ce qui st Ia méme chose, pour expressian de Lous les cas ol Ie
milieu dc L baguetie fombe au-dessous de Ia ligne ab et au-dessus de la
ligne cd

 Mais lorsque le milieu de Ja baguctle tombe hors de Iespace abde
compris ente les secondes parallées, clle peut, suivant sa situation, croi-
Ser ou e pas croiser le joint ; de sorte que le milieu de la bagucite élant,
par exemple, en c, Parc p G représentera totes es situations o ele eroi-
serale joint, et Vare GH toures celles o elle ne e croisera pas, et comine
il en sera de méme de tous les points de la ligne e, Pappelle dx les
petites parties de cette ligne, t v les arcs de cercle ¢, e Jai fsydx)

pour I'expression de tous les cas oil la baguetic croisera, ct f(be—sydx)
or-
| G o
b
| |
d

pour celle des cas oi elle ne croisera pas ; Pajoute cetle derniére expres
sion & celle trouvée ci-dessus f(a—b)c , afin d"avoir la totalité des cas o
Ia baguetie ne croisera pas, et ds lors je vois que le sort du premier joueur
est & celui du second, comme. ac—sydx : sydx.

* Si Fon veut done que le jeu soit égal, l'on aura

a=2syd on a= S

316770 3220 76809 13236 Saasu g6 76800 00010 65262 USAT
352 30558 61595 99910 DTIIT $9938 subd1 e4TS0 NI 89089 35068






index-291_1.jpg
INDEX DES NOMS PROPRE!

Almis 6,7, 21,23

AlKashi 208, 340, 241

Alkharizmi 13

Anaagore §

Andeé 232

‘Antiphon 9

Amtnonisz 13

‘Apéry 105, 122

Appolonius 156

Arabes 13, 69

Archiméde 9, 11, 13, 14, 33, 35, 36,

37,38, 39, 47, 5170, T3, 89, 92.

57, 119, 130, 136, 159, 169, 170,

171,199, 205, 236, 237, 240, 241,

243, 273, 274

jabhatc 12, 205

Arisophane 9

Augue 153

Tiabyloniens . 7, 33, 205

Bacon 93

Baker 20, 137

Barrow 97, 263, 264

Becker 4

Becnoull 69, 87, 101, 103, 105, 112,
114, 115

Beutel 272, 275

Bezont 119,

Bible 5,7, 205, 241, 244

Blévor 257

Boll 82

Torel 208, 218, 2

Bowvier 210

Bouyer 202, 204, 206, 208, 266

Boyle 93

Brahmegupta 11

Brette 4

Brackhaus 236

Brouncker 16, 74, 118, 122

Bruins 8, 33

Bryson 9

Ruffan 37, 38, 183, 184, 190, 217

Cagnac 128

Cantor 136, 137

Carrot 4, 153, 157

Cavaliri 16, 69. 94

221

1 09096 goTan 50050 72085
802 50111 Sueur 20876 1825

236
i

27

Cayley 135
Gesaro 225

Ceulen ; v. Ludolf
Chuang Fiig 13
Charles Quin: 14
Chasles 45

Chaupin 4

Chien Puo Taung 254
Chine 13, 205
Choodovski 137
Chung Hing 205

Clairau 183, 243
Clausen 9, 201, 205

Commen 128
Canfesson 153
Crelle 131
Crépel &
Cuculiére 4, 88
Cues (De) 13
Darmesteter 206
Dase 201
Dedron 7, 36
De Lagny 200

De Moivre 102

Descartes 15, 37, 38, 53, 54, 69, 93,
o7, 98, 103

Deschamps 4

Devalance 4

ampt 206

Dicudonné 71

Dimostrae , 159, 165, 171

Dioslés 159, 165, 161, 171

Douay 4.

Daublet 261

Dourakine 87

Dubois 233

Dubreil 21

Duceux 4

Dumon 4, 130

Eeypiens 5,7, 8,21, 29, 33, 205

Ehchart 4

Eisenlob 21

Engel 282

Fainger 232

10203 70232 50162 3270 Buser
132663 30412 07621 §5873 12570
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“Sur des carreaux hexagones, le c6té du carreau doit éure au diamétre
3

de la piéce, comme |

, Cest-ivdire plus grand denviron un
treiziemnc.

Yomers ici Ia solution de plusieurs autres cas, comme lorsque ['u
des joueurs parie que I'écu ne tombera que sur un joint ou sur deux, sur
trois, etc. 1Is w'ont rien de plus difficile que les précédents ; et d'ailleurs
on joue rarement ce jeu avec d'autres conditions que celles dont nous
avons fait mention.

 Mais si au licu de jeter ¢n I'air une piéce ronde, comme un éu, on
jetait une pice d’une avtre figure conmme une pistole o Espagne carrée,
ou une aiguille, une baguette, eic., le prableme demanderait un peu plus
de géométrie, quoiquen général il fit toujours possible d’en donner la
solution par des comparaisons d’espaces, comme nous. allons 1o
démontrer

“ Je suppose que daus une chambre, dont le parquet est simplement
divisé par des joints paraliéles, on jetie en |'air une baguetre, et que I'un
des joueurs parie que la baguerte ne croisera aucune des paralitles du par-
quet, et que Pautre au contraire parie que la baguette croiscra quelques
unes de ces paralléles ; on demande le sort de cos deux joueurs. On peut
Jower ce ji sur un damier avec une aiguille d coudre o une épingle sans
et

p
A B
R b
|
of d
4l n

Pour le trouver, je tire d’ahord entre les dew joinrs paralléles AR el
€D du parquet, deu autres lignes paralléles ab et cd, loignées des pre-
miéres de Ia moitié de la longueur de la baguette EF, et je vois videm-
ment que tant que le milicu de la baguelic sera entre cos deus sccond

paraliéles, jamais cllc ne pourra croiser les premiéres dans quelque situa-
tion EF, ¢f, quelle puisse s trouver ; ¢t comme (out c¢ qui peul arriver

3 97269 9510 17958 973u6 93397 6219 T9Nss 2336 Tesas 16762
395 7570 70350 a3l uAdze OLTID TGN 61194 319 2038R TaSks
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WAL WALL (H.S.). - Continued fractions. - Encyclopedia Bri-
tanica,

*WAR  WARUSFEL. - Les nombres et leurs mysiéres. - Editions du
Seul, 1963.

WRE  WRENCH (1W.) (LR.). - Solutions of extended decimal
approximation to x. - In : The mathemaic teacher, Décem-
bre 1960,

30 40910 93098 55767 sa7u9 7308 69559 3010 ¢3952 63030 3626
3io 15975 06621 2508e Os7uz 83982 63307 31063 73635 6968 21131
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BIBLIOGRAPHIE

Voici guelques cléments de bibliographie concernant Pi. Certe liste
e saurail Bre exhaustive, les oublis sont ceriains.

Nous nous permertons de signaler par une + en marge certains titres
d*ouvrages qui doivent nécessairement meubler vorre bibliothéque

Nous recevons juste avant impression Iexceptionnel ouvrage de
ENGEL (A.). — Mathématiques élémentaires d'un point de vue
algorithmique. - Adaptation 1. Reisz - Editions Cédic.
dont It sommaire conticnt — entre autres — plus de dix articles concer-
nant 7, des methodes de calcul,....

APE APERY (Roger) et Uirrationnel (M. Mendés-France). - In
La Recherche, féier 1979.

ARG ARCHIMEDE. - Les ceuvres complétes d’Archimide sui-
vies des commentaires d*Futocius d'Ascalon. Iraduits et
avee une introduction de Paul Ver Fecke. 1960, Vaillant
Carmanne, diffusé en France par Blanchard, Pais.

“ARC2  ARCHIMEDE, Edition bilingue. 4 tomes. 1970. les Belles

Lettres, Paris

ARL ARISTOPHANE. - Les aiscaux... Les Belles Lettres, Paris.

BAK BAKA. - Transcendental number theory.

BLC BECKMANN (Petr.). - A history of 7.

BEU BEUTEL. - Die quadratur des Kreiscs, 1913,

BOU BOUVILR (A.) et GLORGL (M.) sous la direction de I'. LI
LIONNAIS. - Dictionnaire des Mathématiques. P.U.F.,
197,

BUF Ocuvres posthumes de BUFFON. Texte établi el préscnté

par Jean Piveteau avec la collaboration de Maurice Fréchet
et Charles Bruncau. Paris, P.U.F., 1954 (pages 471-474)
CAD  CADWELL. - Topics in recreational mathematic. - Cani-
bridge University Press.
*CAL CALLANDREAU (Edouard). - Célébres problémes mathé
matiques. - Albin Michel, 1949.

53106800 66311 83823 76163 6531 80331 Ruus7 12985 15527 59020
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CEST T QUE TOUT CELA ...

A la maniére de...

TRICOTIN!

Au reste il fait merveille en calcul numérique
Et pourrait, 'l voulait, éonner I'Amérique,

GENIUS?, tirant de sous son bras un rouleau

Oui, seul dans I"Univers, au prix d'un dur lubeur,
'ai pu. preaant appui de mon ordinateur,

Proclamer en usant du pius pur des langages

Que jraime & faire apprendre un nombre urle aux suges’

TRICOTIN

Que donc est tout cela, mon éminent
GENIUS
Cest pi que tout cela

PHILAMINTE, BELISE et ARMANDE
Pi que tout cela ?

NIUS
Pi.

- .MOLIERE
pee ZL

NOTES
* Jean Tricot, informaticien et bel esprit

* Francois Genuys, mathématicien ct theoricien des langages de progran-
mation. Il s it connaitre par son calcul des dix mille premitres décimales
de pi.

2 Dans ce vers demeuré justement célcbre, la lmgucur des mots donn les
‘premicrs chiffres de lécriture décimale de pi.

(extraits de PA 31-32, p. 45)

529 39628 07463 60211 329u2 55916 00257 07356 20126 38733 10600
530 53910 se2us 7080z aaes 37383 MG 24016 2118 9427 6es3i
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JAMSKI (1. William). - A différent loak at = R2. - In : The
mathematics eacher. - April 1978, nuniber 4, pages 273,
21,

JOUNARL de Mathématiques élémentaires 01/07/76. -
Blanchard.

KNUTH (D.E.). - The art of compuler programming. -
Vol. 2. Addison - Wesles

KUNG (H.1). - Ihe computational Complesity of algo-
rithms mumbers. - SIAM val. 12, n® 1, 1975, p. 89.96
1AQUERRE (Gérard). - Unie bréve histoire de . - - Bl
letin de I'U.Q.A.M., 1976,

LEBESGUE (H.). - Legons sur les Constructions Géomeri-
ques. - Gauthier-Villars, 1950.

LEGENDRE. - Eléments de géoméuic... - (r§Q;
¢Q....).

LEGENDRE (A.M.). - (1830) Théoric des nombres. - Blan-
chard, 1955.

LE LIONNAIS (Frangois). - Peut-on crcore faire une
conliérence sur la quadrature du cerele en 19747 - In : La
Reviue du Paldis de la découverte, 1974.

LINDEMANN (F.). - (ber die Zahl =, Mathematische
Annalen, tome 20, 1882, pages 213 4 225

LIOUVILLE (1.). - Sur des classes trés étendues de quanti-
1és dont la valeut n'est ni algébrique, ni méme réductible &
des tradicionnelles algébriques, Comptes Rendus de I'Aca-
démie des Sciences de Paris, tome 18, 1844, pages 883 4 §85.
L'OUVERT N° 11, - Irem de Strasbourg. - Feévrier 1977

LUCAS (E.). - Théorie des nombres 1. (1891). - Blanchard,
1961,

MAHENT. - Quelques considérations sur x. - (iirage
alcool ; publié dans ARLRS. Reims, 1976).

MAHLER (K.). - On the approximation of 7, Procesdings
of the Nederland Akademie Wel,, Series A, (Gme 56, 1953,
pages 204 42.

MIGNOTTE (M.}, - Approximations rationnelles de  c
quelques autres nontbres. - In : Bulletin de fa Sociéié
Mathématique de France, wémoite n* 37, 1973, pages 121-
.
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CANTOR (G.). - Uber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller
recllen algebraischen Zahlen, Journal rienc angew. Math.
Lome 77, 1874, pages 258 4 262

CARRIOT (D.). - Aire du disque or périmérre du cercle. -
In : Bulletin APMEP n° 316 de déccmbre 1975, p. £33 &
836,

CASSELS (LW.S.). - An introduction to Diophantine
Approximation. - Cambridge University Press, 1965

CHAUPIN (1.). - Moyens mnémotechniques. - Maison des
Jeunes et de la Culture de Vitry-le-Frangois.

COMBEROUSSE. - Cours de Mathématiques.

DAVID (M.). - Approimations diophantiennes. - Encyclo-
pedia Univerealis.

DEDRON et ITARD. - Mathématiques et mathématiciens. -
Magnard, 1959,

DURAND (L) - Solutions numériques des équations algé-
briques. - Tome 1, Masson, 1960

EHRESMANN (Charles). - Archiméde ol la scionce
moderne. - n : Celebrazioni archimedee del secelo XX. -
Siracusa, 11-16 aprile 1961, vol. 1

LE FACTEUR X. - N° 95 (Tévrier 1964).
FOURREY. - Curiosités géomérriques. - Vuberr, 1938,

GALOIS (Evariste). - Eerits el mémoires mathématiques. -
Gauthier Villars, 1962

GUILLOUD. - 1 000 000 de decimales de .

HARDY (G.H.) and WRIGHT (E.M.). - An introduction
10 the theory of Numbers. Oxford, Al the clarcndon Press.

HERMITE (Ch.). - Sur la fanction cxponentielle ; compres
rendus de I'Académic des Sciences de Pasis, lome 77, 1873,
pages 18 & 24, 74 4 79, 226 4 233, 285 & 293.

HERZ (J.-CL). - Caleuls effectif;

HIRSCH (R. Christian). - Probability and Pi. - In : The
Mathemtics teacher. - Septembec 1977, vol. 70, number 6,
pages 519, 520, 521.

HOGBEN. - Mathématiques pour tous, Pasot

ITARD (Jean). - Arichmetique et ‘Ihéorie des Nombres.
P.ULF. Que sais-jc 7, 1093.
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OM _ AP gopo OB-OM _ AR=AP
o dennion, 938 — AF done OB =
cesiadire : EM - BB o BA _ BB

Crestedives Gt = o ou 5 - 25

Ainsi, BE est conscant quand M s Or, quand M uml vers B,

contondan 5t Q. nous cofondons 35 vee 58— 98 s e le
et i B e O @
Mais OS tend vers OT
o i ven O

Alnsi, “a la limite”, nous avons BA = OT.

Nous avans souligné dans cette rédaction ce qu'une étude des limites
doit préciser. Archimede démontre e théoréme par un caisonnement dit
“apagogique’”, lourd, mais parfuitement correct, tn prouvant Liampossi
bilité de AB < OT ot de AB > OT.

Quelques dates :

Dinostrate : géomelre grec, éléve de Plaion, Débur du [Véme siécle
avant J.-C.

Nicomede : vers 250 avant J.-C.

Dioclés : vers 150 ou 100 avant J1.-C.

Archiméde : 287-212 avant J.-C

Exereices

1. Construire par des procédés simples un segment doat la longueur
est trés peu différente de la longucur C d'un cercle donné. On wtilise la
valeur connue : 7 = 3,1415926... Une table des racines carrées sera utile.
Elle nous montre par excmple

Q

(fig. 23)

321 30689 BEN7 68331 00113 31086 901 93993 10801 AFTBU 1015
T2 13703 20383 01367 76310 8813 S1615 5226 Sedrs D730 32971
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Cette méthode indiquée par Specht en 1836 est urés précise. Sur un grand
corele de la sphére torrestre Perreur scrait inféricure a 1 métre

s)

su__ |
i 130

(Fig. 26)

192 71810

si251 18017

325 19353 07063
55305 do1ad

138 80357 et

(fig. 25)

1072 5137

099391 36917
32310 36308

21360 55727
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@ VIT=3.1623  (3.162277660...
Prenons k = V10 : 10= 3+ 12
Prendre OF = 3R ; POQ = 1 droit
Longuear PQ = longueur de la demi-circonférence.

@  I-ua
~3 - 1,73205.. AB = RyZ (c6té du carré inserit)
k =2 + VT = 3,14626. AC =Ry3
{e61é du Lriangle équilatéral inserit)
k = w < 0,0047
Longueur PQ = - longueue de Ia dentciconirence.

(. 20)

[oRiE]

Comme 12,0830.. x 26 — 3,1415919

on prend a5 x 28 - T« 2
prend k = V145 x 28— T x 13

T~k < 000000702 or 146 — 117 1 St

Soit le cercle de rayon : R = 5u, un rayon OA, la tangente en A. Partons

sur  tangente A = 1u, AP = 13

Menons par P la parulléle & OB qui coupe AB en S,
0B = JTiu vs - BT

23 BTMED 6066 65115 27035 Sus 11126 82522 KGDSS 11995 31831
Sel BRITE II0T6 17991 G020 3s7d5 82007 59560 39021 eer T
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(ig. 28)
cf

gente en P le point C tel que : KC = 4 R, CB coupe le cercle en Q.
Le caleul précis donne : PQ = 1,772450206.

® Peuteon invnter une telle régle 7
Soit AC = y, AP = h, KC — z, ABP

| e 2Rey doesinp = V2 = LTS _ g0
{y=2Rge Latable donne alors 1g ¢ = 1,9128...

t
ainsi ,8256...
oy

1 s = 16168
&

- e-aem -2

i la régle annoncée : AK

Ly
[
Z=KC=4R

a9 420 W G962 12776 03769 0aren sA837 essor 7023 w3TIS
Tio Ta240 TA250 52708 sTS1 703 20581 23067 B3353 I3ues 337as
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Portons
ap=Lac AC Bantle o du iange cqiaeat e
BQ=3R

Le @ chanski
§ ¢ @aprés Kochanski).

PQ
2. Dans le méme esprit, construire le co16 d'un carré dont Paire est
trés peu différente de celle d’un cercle danné.
Nous utilisons ici : x = 1,7724538
et nous construisons X = \T R.

(Des tables montrent 30 = 5,477225575...
IS0 = 12,24744871.
L (30 + TS0 7429
0+ TS0 = 17,72487425..
A g ¥
e

Ce nombre peut,

R

Construction o€ = L&, oF = 2 Rrop = 1R
2 2 B

Les cercles de diamétres CD et AF recoupent y'y aux poins P et Q 5
L4

3 3 173
orr= 2 R 002- 2R20P 400 = R( D4
1o 005 2= R{Yi

PQ st le segment cherché.

® Onpeut constire sinsi e segment PO,

On trace Ie cercle de diamétre PB. On prend : PK = ; Rt sur la tan-

327 03735 T2 Teane 1Ty g0srs
T26 697 070 k223 10020 S7aes S

19084 13006 17301
09395 69804 Bsa0s
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valeur qui éuait déji donnée en Chine par Chang Hing vers 120 aprés

J.-C.. et Wang Fau ne faisait guére micux cn indiquant 12 = 3,1555 fon
ignore de quelle fagon).

€283
20000

Chez les Arabes, Alkharizmi, vers 830, mentionne 22/7 et
cete derniére éant wiilisée par les astronomes.

Nous reviendrons e Europe avec Léonard de Pisc, dit Fibonacei
(1180-1250), qui reprend I méthode &' Archimede ave: cependant un net
avantage : i dispose de a nuimération décimale. Il oblient 7 = 3,1418,

Au XVe sidcle, Nicolss de Cucs, cardinal de son état, proposc

2 T + +B). Certe valeur sera démontrée erronée par Reglomontanus.

Une amélioration notable sera apportée par Adrian Anthonisz, qui indi
que 6 décimales exactes avee 333, Cette valeur sera publice par son fils
Advien Métius en 1625, qui explique que son pére a oblenu par la méthode
o vchimete S5 < 7 < 323t o i mopenne s e

et des dénominateurs.

Le progrés suivant est réalisé par Frangois Vitte (1540-1603). 1l uti-
lisc toujaurs la méthode des polygones, mais part du carré et travaille uni-
quement. sur les sires. 1 établic crtre Paice d’un polygone & 1 cdLés et
celle du polygone & 2a woués la relation

Al - o5 dron

A
Al ACD g 8
A AGm < A " s fesy

Fig.1

B ———
i /r,11
¥ iy taiy
i Ie dénominaten st le produic dan infinité de ermes. Notons que

cette formule n'est d’aucunc weilité pratique sur Ie plan du calcul, car elle

21 90%s 23720 woesu Asas) 27306 $9361 1361 82736 82101 D10sz
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LA “QUADRATURE DU CERCLE””
ETUDE ALGEBRIQUE

1. Synanyme de probléme insoluble, la “quadrature du cercle” est Pune
des rares expressions mathématiques & étre passée depuis longtemps dans
Te langage courant. Effectuer une “quadrature du cercle” c’est trowver un
carré de méme aire que le cercle, chose aisée puisque,  désignant la lon-
ueur du rayon, Isire du cercle est 7 22 ; il suffira donc de prendre un
carré de GOLE a.x soit a.(1,T72453851...), D'ou vient alors la réputation
dimpossibilié de cette opération ? Simplement de la convention sous-
entendue voulant que Popération se fasse par “régle et compas”, au
moyen d'un type de conslruction géomélrique auquel les anciens aita
chafent, du moins I'a-t-on cru trés longtemps, une importance primor-
diale.

2. Construction par “régle et compas™

1 s'agit d'une catégorie de problémes pouvant éire décrite comme
suit (voir par exemple [WAF]).

On suppose donné dans le plan un ensemble fini de points, droites et
cerctes. On désire obtenir un autre ensemble d*dléments it méme ordre en
effectuant i nombre fini d'opérations prises parmi les suivantes :

Op. 11 Choix d'un point arbitraire (appartenant éventueilement & un
cercle ou une droite donnés ou déja construits)

+ Construction (ala réste) d'ure droite passunt par 2 points distincts
Construction au compas) d'un cercle défini par son centre et un
de ses points

Op. 4 : Intersection de 2 droites

Op. $ : Intersection d'une drojite et d'un cercle

Op. 6 - Intersection de 2 cercles

2

Donnons quelques exemples trés simples

Ex. I : construction de la perpendiculaire & une droite D passant par
un point A € D.

Lensemble des données est constitué de D et de A. Le résultat visé
la perpendiculaire, soit une droite . L'examen de la construction
classigue montre guelle se décompose cn
— choix d’un paint arbitraire M sur D (op. 1)

— tracé du cercle de centre A passant par M (op. 3)

— intersection de ce cercle ot de D (ap. 5). On oblienl un point M # M

(si par miracle M = M, la construction est terminée).

— tracé des cercles de centres M et M ' passunt par A (0p. 3)

— intersection de ces cercles (op. 6). On obtient A el un aulre point A”.
— tracé de la droite AA” (op. 2) qui achéve la construction.

357 50298 41667 22508 96497 19605 99119 21955 W6 TI000 39560
33 81378 0317 59132 17090 30541 odsus 26801 30046 43638 3781
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Ex. 2 : Construction d'un carré daire double de celle d'un carré

donné (“duplication du carré™).

I, I'ensemble des données est constitué de 4 points et Pensemble
cherché également de 4 points. Comme le eGté du carré cherché a pour
Tongueur celle de Iz diagonale du carré donné, ks construction est immé-
diate. Le lecteur est invité & la décomposer comme dans L'exemple précé-
dent.

3. Théoréme fondamentsl
Supposons choisi un repére cartésien orthonormé dans e plan.
Les données du probléme se traduisent par celles d’un ensennble fin
de nombres a, b, c... (coordonnées des points, caefficients des équarions

des droites ou cercles). Quant aux résultats désirés. ils sont également
repérables de la méme facon par un ensemble fini de nombres x, ¥, z... ()

On peut alors énoncer
11y a équivalence enire les affirmations 1 et 2 ci-dessous :

1.'— La construction par régle et compas est possibie.

2. — Les nombres x, ¥, 2... appartiennent d une extension quadratigue
itéréef®) “du corps de base", c’est-d-dire du corps des Jractions rationnel-
les  coefficients rationnels én a, b, .. (c'est auss iitersection des sous-
corps de C contenant @, b, c...).

Pour démonirer ce théoréme, on vérife 'abord que les 6 opérations
aéomtriques de la conslruction par rigle e compas se traduisent sur s
coordonnées ou cquations par des opérations algébriques formées des
4 opérations élémentaires e de I'extraction de racine carréo ). Cedi mon-
tre que | = 2. Tnversement, i est aisé de vérifier que les opérations algé-

s sont eéalisables eéométriquement pax dcs constructions
par régle et compas. D'oit 2 = 1 ct le théoréme est démontre.

4. Limpossibilté de I **Quadrature du cercle’”

Consuruire un carré de méme surface qu’nn cercle de rayon donné,
rayon yu’on peut choisir comme unité, revient & construire un carré d’aire
m ou de cBté VF. Ce prabléme serail possible si ' appartenait 4 une

(1 O et s estreindre  des mombres écts, maison peut dgalemers welsor des nombres
Couplenes, i 0iNt de ORI (, ) e, it exemple, eHE D Te e o
plexcp 1

2) Voir annexe page suivane

3 Bin o= quiconcerne Dp. 1 cn pourra emacaquer e i T constcuction st pusibl e
. poin seitrare done svce out poinc, lle et encore i 03 2acisi un point dont ks
cootdonnées apptiennent & une sxcension quadratiaue iérée du corps de. base, choix
aon poura vérife tavjours possble

33 12120 1963 74515 00Se SOT0Y 27815 22671 42413 42103 30156
T 8160 Se03 7190 130 2866 25733 21530 WA w01 S3uE
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PI ET QUADRILLAGES

Pour évaluer Iaire du disque (pi-erre-deux) qui n'a pensé & dessiner
un cercle sur fond de quadrillage ? Cette idée, on la trouse déja suggérée
dans un pett traité derit en latin vers Pan 1060 ou 1070 : *'Franconis Leo-
dicnsis de Quadratura Circuli”".

Le premier document vous montrera & quoi ca ressemble (d'aprés
une &ition récentc dans les Archives intornationales d’histoire des scien-
ces, juin 1976, page 70)

Or il s'agit d'approximations : au lieu de comprer les carreaux, ne
pourrait-on compter les noeuds du quadrillage ? C'est ce que sugere e
deuxiéme document (tiré d’une bonne introduction 4 Ia théorie dos nom.
bres, par Daniel Shanks, Washington, D.C. 1962)

Mais alors on n’a méme plus besoin de faire un dessin : il suffit dc
dresser le catalogue des solutions en nombres entiers

523 40650 30308 62150 76903 10367 02067 35338 4ENI 55083 63660
533 178a 7710 0s0sn 04zt 2471 24100 Odusk 0137 36032 saeus
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On a photograph light shone. Words inscribed hercon soon give
detail to me regarding Mars. Whatever conquered dealt very strangely
100 ; the evidence [ disclosed proved this.

Mars s enirely deserted.
Sedateness presently arrives while calmly coming death overtakes

Mais des moyens maémotechniques ont aussi éé créés pour les cou-
sinsde :

g x + T lopigchan epliops o sk dhigatier
SRR ] M )
matissa follows in disit preciely
g e g SRRy

what 1 now give
113 gd

(@aprés Am. Math, Monthly, 1931)

1

L ¢ tes 3 loricuss de 1830 ont retourné 89 (rappel L = ,3183098)

Dans les Caiers de Paul Valéry, (Dinard, 1940, XXIII, 550),
“mauvaise terminologic en mathématiques. Il e ficheux dé dire que
est un nombre. C'esl un procédé, un processus opéaloire...”

531 38665 1718 12603 97190 S8BLS 29708 57318 99003 51270 47185
$32 £5943 34781 2uzan 11099 52096 19158 9604 93633 aIezu 60802
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v

Exemple :t = 125 x 0,1, 22, +3

six 0, 1, £2, =3

six -2y -0 £l 2

six=3y=0+1
Facile 4 mettre en forme :
valeurs de (x) o 1 3
valeursde (—x9: 12 11 8 3
partic entiére de
Ia racine carrée : 303 2 dont Somme =9

Le nombre R(12) cherché est alors :
4 fois la somme + 1 = 37

Comme on pouvait 5'y attendre, un peu plus du triple de 12. Voici le

méme caleul pour ¢ = 100.

(- xt 100 99 96 91 84 75 64 51 36 19 0
Rac.Car: 10 9 9 9 9 & 8§ 7 6 4 0
Somme = 79 RAOD) — 479 + 1 - 317

On entrevoit la silhoustte de Pi = 3,14159.
Mieus encore
R(1000) =3149
R(10000) = 31417
Ga se précise ; il est assez facile de prouver que le nombre R{t) des
‘points entiers du disque est voisin de : 1. Mais peut-on donner une borne
de I'écart - R() — =17
Le woisiéme document vous expligue ce quen pense un matl
cien chinois ; il dit I'ordre de grandeur de I'écart qui ne crot pas plus vite
qu'une certaine puissance de t {un peu inférieure & la Racine Cubique).

B

1 o s = o,
P
R nes o0,
T A ——
Sy e
et

£ 3 x m

525 16956 67924 56669 55100 15022 98730 79040 60799 19862 49TOG
S26 17336 74093 $1226 22296 17308 14311 A1a66 0912 34183 389
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Inteicate results entailing
]

Not in oo exacting mood
323 8 4
Poetry is pretty good

6 2 8 4
“Try the ralisman. Let be
33 8 82
Adverse ingenuity

7 9

How I want a drink alcoholic of course
414 15 9 26
after the heavy chaplers involving
5 3 5 & []
quantum mechanics.

7 9

Et en langue allemande

Dir, o Held, o alter Philosoph, du Riesen-Genie !
31415 8 26
Wie vicle Tausende bowundern Geister
35 8 9 7
Himlisch wie du und gatflich !
9 32 8

Noch reiner in Aconen

4 6 2 6
Wird das ups Strahien,

4 33 8
Wit im lichten Morgenrot |
32 7 5
(texte lu dans Beutel, 1913)

Monsieur Lucien Monuier de Lorient nous fait parvenir un texte et
une proposition. Qu'en pensez-vous 7

““Je viens de lire dans une revue américaine qu’un concouss a éé
organisé entre étudiants, le vainqueur de ce Piathon étant bien str arrivé 3
citer 300 chiffres et il a dit

““My mnemonic device was more of  numerical association than a
muewmonic device. I grouped the digits in sets of three. I then found out
something significant about these groups and linked them together. For
example : 210747095 would be 210 747 095. My device would be an usso-

517 75200 83375 10882 82647 71570 54000 65097 0UDI3 02106 25561
310 47332 11777 1174k 13350 28160 bauds 31701 45254 13643 20303
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Dirdoublera chagu clément antéricur ;
6 1

Toujours de Porbe calculée approchera

8 3214 8 0
fin, L'age, le limileur
513 2 8
De cet inquiétant cercle, ennemi trop rebelle |
23 0 6 6 4 7
Prolesseur, enseigncz son probléme avee zéle 1.

0 9 3 B 4 4

Voici quelgues textes cn languc anglaise

Yes, | have a number
F11R

How I wish I could recollect of circle round
31415 8 26 5
The exact relation Archimede unwound
35 8 9 7

(13 décimales exactes)
Ces deux textes nous fournissent chacun trente décimales

Sir, I send a rhyme excelling
3’141 5
1 sagred rych ag cigid spelling

Numerical spr o ot
9 7

Tor me the lexicon’s dull wei

328

1 nauure gain

26 4

Not ygu complain
R

Tho'" Dr Johnson fulminate
3 o207 9

Now. 1 show a spell unfailing
3415 B

Av artful charm, for 1asks availing
26 5 3 5 8

515 69611 20760 51206 7336 70904 66704 6670 27409 19810 Ta2u
516 71114 36578 17726 27934 7070z 16668 29561 08777 Swas OamRd






index-280_1.jpg
276

ciation such as ““ drove my Datsun to the airport.”" The significance of
Datsun would be the model mumber of one of their most famous cars, the.
B-210, the airport would signify a 747 and driving would associate me
with Route 95 or 095. This device sometimes did not work as fluently as
above but where 1 could rot find a link, 1 would just remember that 1
couldn’t think of  link and memorize it straight out

This merhod might be exiremely hard (o learn but when working
with Pi, 1 found it the most effective.”"

Cette méthode me parait intéressante, mais je ne sais s elle est origi-
nale. Peut-Bire ce Piathon peut vous donner Pidée d'un concours similaire
parmi vos lecteurs.”

Et que dire de ce texte extrait de J. Recreational Mathematics, vol. §
), 197576, p. 226

Mathematics from Mars
Michael Keith
Hazler, New Jersey

Colonel Shanks, pilot of the first manned flight o Mars, unfortuna-
tely met with disaster. Knowing hie could not survive the radicactivity Ieft
over from a Marlian nuclear war, he wrole the report which Tollovs.
Being a very mathematical person, however, he embellished il with 4 very
special mathematical characteristic. What i it 7

10 explore A Memorial To Martians

For atime I wied exploring in gloomy shade. The thick darkness des-
cended quickly. Tenseness lay in the twilight. Many groups of ights made
the sky brighter and of lucidly paiiermed stars ; my interest avercame
fear. L caretully entered  nearby structure,

The buildings significd the Martian drem. I, while dreading it, pro-
ceeded forward with slackened rate. Mars night continued (o wa, gro-
wing peaceful. I slowed then, calmly.

My locators sensed it, femorely vibrating. Discarded machines
sprang to acrivity, the tone hypnosic. It began it talc of remorseless dau-
gers, glibly. Martian spokesmen narrated of a time primeval ; wondrous
things there I sew. To remember is sad : unique shards have endured

“Passiviry has siricken Mars. None listen, including civic heads ;
death advances on. To set a bulwark is among all other declining hope.”*

External transmitters suddenly sent warnings. T frantically pursued
that sound, in solitude. Upon recovering my bearing, 1 disclosed the
memorial there.

519 57601 seeus 40as sa1sa 52056 21306
$30 sases 07922 151z dmwpe a5 9T N

s saaus 60209 55666
22 a3t 10927 Baite
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Cest ce qu'on peut lire sur le papyrus ; le nommé Ahmés (ou
Ahmesn) qui signe la chose, était, comme vous voyez, un fin caleulatcur!
On peut don dire sans erreurs ni anachronismes, qu’en Lyypte, &
cette époque (savoir - il ¥ a plus de treme-six sitcles d"apres fes savants
égyptologues), on possidit un algorithme du Lype suivant

Aire circulaire = carré du diaméire corrigé

A= - fDp
£ éant une fraction simple (ici £~ 1/9).

Aujourd"hui il fallait donner une régle de ce geare, on dirait plutér
quelaue chose comme cect :

1. Diminuer le diamétre de 11,4 %

2. Elever au careé Ie résultat.

Mais les pourcentages n'étaient pas & I mode en ces temps-Ja el les
fractions preférces élaient les imverses des naturcls. 1l peut Gtrc amusant,
et instructif, de se demander, aujourd’hui qu’on **sait tout™ sur pi, com-
ment an peat choisir Ia Tcaction [ .

De nos jours, on préfére I'écriture décimale ; et Uon éorit
V74 = 0886226925

done f = 0113773075

On voit que 19 < f < 1/8 (premiére approximation)

e aussi que 1/9 est la meilleure valeur approchée.

La formulation qu'a retenu notec v
bien la meilleure de son espéce.

ux seribe élait (est) done bel et

On pourrait d’ailleurs s'amuser & perfectionser, tout en gardant e
style éeyptien : on aura, par exemple, en seconde approximation

A 19 - 1/334)
(deux corrections successives & faire subir au diamétre pour rouser le bon
carré). .

On a envie alors de poser quelques guestions.

1. Les contemporains du papyrus savaientils que Ia régle ne donne
quune approximation ? et s'il se trouvait parmi eux des savants assez
Savanis pour le penser, comiment auraient-is pu le dire 7

2. Comment étaient-ils arri
vieme™ 2

1l 'y a guére de chances que personne réponde jamais de facan
séricuse § ces deux premicres questions. Mais ¢a n'empékhe pas de rdver,
i décrire des romans dhistoire-fiction.

& choisir ce *coelTicieat” de “un neu-

1 9UGST 6uD7s 35126 Suesy 9352 59570 90238 22020 52208 3w T
U2 26705 41826 46 1476 39030 26401 J39a 43703 33050 6203
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3,14111328 : minorant

3,1416015 : majorant

oici I'cxpression de  en base QUATRE : chaque tranche de deux
chilfres de epression hinaire (/e départ éant ala virgule) donne un chif-
fre en base QUATRE:

an-3

Voici I'expression de x en base HUIT :

a0y

2oy -1

= 30210033312

00

un travail analogue & partir

de I'expression binaire partagée en tranches de 3 chiffres conduit a :

= 3,1103755...

LA GRANDE FAMILLE DE T

T 30415
s = 9.86%
1 31,008
L - oTam
= 306,01
B 961,38
= = 30b2
= 9488’5
= 29805
I 93648
15 = 031830
175 010132
e 0,032251
1int = 0010265
1 0.0032677
1% 0,0010401
1ix? 0,00033109
Lt 0,00010539
1/t 0,000033546
1 — 0000010678

500 99397 53062
5% eors 1507

92653

04401

27668

09103

96847

9193

93227

31016 07057

09933 34462

04787 60830
8861 83790
11836 42337
53443 31994
98225 46843
63643 05338
61473 29585
36801 TIS66

03916 53493
80357 208%6
922 686ls

32384
86188
20175
31236
45326
43703
20675
0071
11666
20973

67153
77144
89184
33189
54726
22960
76432
66633
91287
33662

00359 36509 9372 15629 s81T 13878
56906 satze 23u8: AmAT 72292
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w10 w1
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Que aime 4 laire connaitre un nombre utile aux sages |

314 15 9 2 6 5 3 5
Immorcel Archiméde, artisce ingénieur,
5 4 T
Qui e ton jugement peut priser la valeur 7
323 8 4 6 2 6
Pour moi ton probléme cut de parcils avaniages.
4 33 8832 7 9

Tirer circonférence an diamétre etcerera
5 0 8 8

Autre texte tour aussi connu

Qe 'sme & fite apprendre un nombre uile ay sages
214 1 6 H

Glorieux ’\(chuncde, ariste ingégeox.

“Toi de qui Syracuse aime ancore la gloire,
323 8 4 8 276
Sl ton nom conserve par de savants grimoires |

43 3 8 42 1 9
Jadis, mystérieux, un probléme bloguail
5 0 2 8 8
Tout Padmtable prosid, Peemyre rangiose
Que Pythagore décourit aux anciens Grees.
3w 9 3 71 5

O quadrature ! vieux tourment du philosophe |
) 5 2 0
Insojuble ongur, 10p longlemps vous avez

9 7 14
Délié Pythagore ¢l ses pisaibics
5 9 23
Comment intégrer 'espace plan circulaire
7 6 1 6 [

Former un trianele auquel il équivaudra ?

A o2 8 6 0

Nouselle invention : Archiméde inscrira
) 9 8

Dedns un hexagone ; appréciera son aire

6 2 8§ 03 4
Fonction du rayon, Pgs trop ne 'y tiendra :
8 205 3.4 211 1

513 57791 05266 B30 8114 02613 30402 32287 09392 49802 33386
510 97300 45090 38530 11330 Sauis 1730 73591 62319 Trume ustus
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1t 13313 B3  9m27 V7SS
s 0,75112 64942 4gts K030
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7 0,46619 35411 61438 19885
w3 = 2397 469 68ETS  TRITA
w2 = 04nm 2757 59679 10077
2 2,5066 @0 05024 15765
INTE 0,39894 01432 67793 99461
/2 - dasm 3550 02512 07883
N = o9 0865 3sSkT 9892
w 5,5683 870 T2 84EI8
wa 0,798 25066 6163 90520
e SI5A9165 55247 6dTa6,

e 2314060 26127 79269

o 11047 TI09 6535

et 2719928 00507 3805

e 00421 o182 €172

ez — 020787 95763 50761

Pl 0,45593 81277 65996
e = 0,00186 74427 31707
. nasois e
L2 Eri R
losr = Lum oms s
Dwon~ oo sm oun

MOYENS MNEMOTECHNIQUES

Les Iecteurs de PA nous anr fait parvenir dés P'annance du projet de
notre numro spécial  divers texts regroupds ici permettant de mémori
ser les premires décimales de 7. 11 nous 4 Cté impossible & ce jour de dater
lles premicres apparitions de ces Lextes divers et PA 64-65 ouvre d’ailleurs
un concours permanent sur ce sujel

Le premier texte teés connu est cité par Beutel [BEU] en 1913, 1out au
moins en ce qui concerne les trente premiéres décimales de 7.

51167319 52559 $5202 60728 WIETH 07261 67671 AsEII Gusm) 21086
512 97306 Ba3ee kat7s s0711 70557 71476 01199 50814 41130 seas





